D1.5.3 (750)
Sei M eine beliebige Menge, dann heiBt
1.)M endlich:e M=@ oder I meN und I eine bijektive Abbildung

fﬂ1,2,3,...,m%%nEN|1SnSH$%M, dann heiBlt m die Elementeanzahl von M,
m=|M[, (|@]=0) .
Mit ap:=f(n), 1<n<m ist Mz{al,az,a3, .. .,am} mit a,=f*(n), 1<n=<m

2.)M unendlich:e M ist nicht endlich (|M] :=)
3.)M abzahlbar:< 3 eine bijektive Abbildung f: N-M
(d.h. M={a,:=f (n) |IneN}
4.)Eine Menge heiBt abzahlbar unendlich, falls es eine
bij Abb f: N-M gibt
5.)M hoéchstens abzadhlbar:< M ist endlich oder abzahlbar unendlich
6.)M lberabzahlbar: & |M|=w0 und M ist nicht hdchstens abzahlbar
7.)Eine Abbildung f: NoM#©® eine Folge aus M: (a,) oder besser (aJ;lICM
mit a,=f (n), neN..
8.)2 Mengen heiBen gleich machtig, wenn eine Bijektion zwischen den
beiden Mengen gilt.
Bem:1.)Abzdhlbarkeit bedeutet gleichmdchtig wie N.
2.)Eine Menge M ist hochstens abzahlbar bedeutet:
3 injektive Abb ¢:M—N

S1.5.7 (750)Teilmengen von abzdhlbar (unendlichen) Mengen sind héchstens
abzahlbar

*Bsp:Quadratzahlen der natiirlichen Zahlen bilden eine Teilmenge der
natlirlichen Zahlen

//81.5.5 (706)Wohlordnungss, Vor:McN und M#©@,Beh: 3 minM//

M.=M\ {n.,n,, ...,n,} ein kleinstes Element, welches wir n,,; nennen. Die
Abb g:N-M,m g(m)=n, ist sicher injektiv. Sie ist aber auch
surjektiv, denn sonst miBte ein Element in M existieren, welches
groBer als unendlich viele natiirliche Zahlen ware, was nach weiter
unten folgender Al.5.14 nicht sein kann. Also ist f g eine bij Abb
von N auf B, und deshalb gilt die Beh.

Element n,(>n;). Allg: Sind anh<...i%m Elemente aus M, so besitzt

Al1.5.14 Zeige:Eine nach oben beschrédnkte Teilmenge M der natiirlichen
Zahlen ist endlich
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S1.5.8(751)Eine unendliche Menge besitzt eine abzahlbar unendliche
Teilmenge

#Damit ist Jja nicht gesagt,

ist A\{ai, a,, .

its ai,a», .

dass es keine anderen Teilmengen gibt.
Bew:Seili A unendlich = A#© und wir bezeichnen eines ihrer Elemente mit
a,. Sind bere

..a, aus A ausgewahlt
..a,} 70 und wir bezeichnen ein Element mit ap::.

(alle verschieden),
In

dieser Weise bekommen wir eine Folge in A und die Menge der
Folgeglieder ist abzahlbar unendlich.

S1.5.9(751)Das kartesische Produkt zweier abzadhlbar

Mengen
Bew:Seien
Dann

ist wieder abzahlbar
A,B abzahlbar unendlich und seien f:N—-A sowie g: N->B bij Abb.
ist die Abb h: NxN->AxB, (n,m)

(unendlich) .

(f(n),g(m))bij.

(unendlicher)

dann

Eine natiirliche Zahl k kann eindeutig zerlegt werden als
eN
k= u(u—1)/2 +v, u,veN, 1<v<u, und kb (u,v) (v,u-v+l) ist eine bij
gerade
Abb von N auf NxN.
w|v 1 2 3 4 5
1. 3. 6. 10.=1+243+4=5(5-1)/2
1 (a1, 01) (a1, Dby) @1rb3) » (ai,by)
2. o 5. 9.
2 Y (az,b1) (az, b2) (a», bs) (ar, bs)
4., / 8. u=4, v=2
3 (as, b1) (as, b2) (as, bs) (as, bs)
7.
4 (as, b1y (as,02) | (a4, bs) (as,bs)
11./=5(5-1)/2+1 u=5, v=1
5 v (as,b1) (as, b2) (as, bs) (as, ba)
Auch andere Reihenfolge moglich
u \% 1 2 3 4
1 2 o 7
1 (a1, b1)»lai, by) (ai, bs) Mai, b)) ...,
5 /8
2 3 (ax,by) (az,b2) (az,bs) (az,bs) ...
v 9
3 4 (as,bi1) (as, b)) (as,bs) (as, b)) ...
o
4 10 (as,b1) (as,b2) (as, bs) (asg,ba) ...
v
usw

—» f: N>AxB bijektiv
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S1.5.10(752) Seien A, hochstens abzadhlbare Mengen V neN. Dann ist die
Vereinigung A=U,_, A, héchstens abzahlbar.

//81.5.7(750) Teilmengen von abzidhlbar (unendlichen) Mengen sind
//héchstens abzdhlbar //
//81.5.8(751) Eine unendliche Menge besitzt eine abzdhlbar endliche

//Teilmenge//

Bew:Wegen S1.5.7 kénnen wir alle A, als abzahlbar unendlich und
paarweise disjunkt annehmen. Das bedeutet A,={asi,am, ...} mit
verschiedenen Elementen a,, und deshalb ist die Abb (n,m) am 17

von NxN auf A. Daraus folgt mit Hilfe von S1.5.8 dieser S1.5.10
Andere Formulierung:
A={ay;:1<j<py} mit pyEN oder p,=o V keN.
Bem:a) M ist hochstens abzidhlbar bedeutet: 3 injektive Abb @:M—N
' aarweise disjunkt, so ist die Abb @:a, —(k, ) abzadhlbar
nach S1.5.8
A— NxN im Allgemeinen nicht surje

A hochstens abzahlbar
f)Sind A, nicht paarweise disjunkt, so B;:=A;, B,:=A \Bj,

B3;:=A;\ (B;UB;) ,usw ...B, paarweise disjunkt
UZ;1Ak:Z;1Bk
b) IM|=n, M|=m = |MxM,|=nm

S1.5.11(752)Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar unendlich
Bew:Aus S1.5.8-81.5.10 folgt, daB die Menge ZxN abzahlbar ist.

Die Abb (p,q) p/g ist eine surjektive Abb von ZxN auf Q und
deshalb folgt mit unten stehender Al1.5.15 die Beh.

Al.5.15 Zeige:Ist f: N>A surjektiv, so ist A hochstens abzahlbar.
*Los:f: NoA surjektiv = V a€A existiert mindestens ein neN =
1.Fall:V a€A existiert genau ein neEN:n f(n)=a = f bij =
A abzahlbar oo.

2.Fall:3 a,n€A mit g:{kp, knnt+l, Kot ol —ans 2272,
neN,, k, €N, n, ,k<w, k, kp,=k.+ .+1 22?2 =
n f(n)=a, n€N,n<w = abzidhlbar <w = hdchstens abzidhlbar.

S1.5.12(752)Falls A mindestens 2 Elemente hat, also etwa {0,1}, dann ist
die Menge aller Folgen in A iberabzahlbar.

Bew:Sei F=(f,,f,,f3,...) eine (abzahlbar unendliche) Menge von Folgen in
A. Dann ist f,=(fy, £, fx3, ...) fiir jedes ke€EN. Da A mindestens 2
Elemente hat, gibt es eine Folge 9g=(9:,92,9s3,...) aus A, flir die

gn#f., gilt V neN = g,#f, V k = g€F. Somit kann eine abz&dhlbar
unendliche Menge von Folgen aus A niemals alle diese Folgen
umfassen, woraus die Beh folgt.

Andere Formulierung bzw Aufgabe:

Al1.5.16 Es sei F die Menge aller 0-1 Folgen aus R, d.h.
F={(an)L\:anE[O,l} V neN|. Zeige, dass F iiberabzdhlbar ist.

Los: Annahme F ist nicht tUberabzahlbar, d.h. F ist hochstens abzahlbar.

0fallsn=m

1fallsn#m

F ist abzahlbar, d.h. lasst sich in folgender Form

|F|=00, denn 3 (O.) 1, €F V meN, wobei 0,,=

=
e
Fl=o0
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schreiben: F=[ 4" :meN]

0fallsa,,=1

1falls amn:O ) ane{O,;aneN
a€F = I meN a=(a,) i1=amw=(am%) » ., 1lnsbesondere a, =a
= 3 Widerspruch zur Def von Ay = doch iberabzédhlbar

Sei a™=: (am) =, , meN
Definiere a,= = a,#a,, V neNund a:=(a,,)"” =

 fir ein meeN

mg,n,

Bem:Wie wir spadter sehen werden, folgt aus obigem Satz, daB die Menge
der reellen Zahlen in einem beliebig kleinen Intervall [a,b] mit a<b
immer Uberabzahlbar ist. Da ein solches Intervall nur abzadhlbar viele
rationale Zahlen enth&dlt, ist sogar die Menge der irrationalen Zahlen
in [a,b] Uberabzahlbar.

Al.5.17 Zeige:Eine beschrédnkte Teilmenge M der ganzen Zahlen ist endlich
*Los:8ei neN. Z: NU{0}U{-neN}.

M=PU{0}UL={m.EN|m=f(n)<m }U{0}U{-m. EN|m=f(n)<m }c”Z
= M durch m und m beschrankt = 3 2Abb {neN|l1<n<m }—>P
mit nPf(n)=m, V n<m, d.h. bijektiv = |1,2,...n|<m = |P|=k<m,

f(n)=f(k+1)=0 bijektiv =

3 Abb {neN|k+1<n<m }>L mit nPf(n)=m. V n<m_ d.h. bijektiv =

| k+2,k+3, ..., k+tn|<m =

3 bij Abb f:{1,2,...(k+tn)<(m+1+m ) }->PU{0}UL=M mit [M|<m+1+m ) <o

Al.5.18 Es seien a,b€R mit a<b und f:(a,bj» R injektiv. Zeige, dass
f((a,b]) iiberabzihlbar ist.
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Al.5.19 Zeige:Die abzdhlbare Vereinigung abzdhlbarer Mengen ist
abzahlbar, d.h. ist I eine abzahlbare Indexmenge und M; abzahlbar fir
alle i€I, so ist U M; abzahlbar.

i€l

Bew:I abzihlbar = I 14Bt sich in der Form I=[i,|vEN] schreiben
(mit paarweise verschiedenen i,). M, abzdhlbar =
U, ={my:ueN] (mit m,, #n, V w#w), V veN. (jedes M;, i€I lédsst sich

als MiV,VEN schreiben) .Betrachte folgendes Schema:

oder

Mi

A
i, 1
. f //.
M

<o x i, Mgy

Staf]

oder ahnliches

Durchlaufe obiges Schema in Pfeilrichtung und ordne den m,, fortlaufend
die Nummer 1,2,3..zu, wobei man schon aufgetretene m,, s iberspringt,

m,,fallsm, # m
d.h. 1 m;,, 2 ’ ’ (beachte: mi,#m;;, da m;;,m»,EM;;) usw
m,, fallsm, = m,

Man beachte, dass dieses Verfahren nicht abbricht, da M, c 1 una

i€l
M; eine unendliche Menge ist.

Dadurch erhdalt man eine bijektive Abb N—éLJ.MW==UDL, also ist uUlM;

veN iel iel
abzahlbar.

Bem:Ein exakter mathematischer Beweis obiger Aussage ist relativ
aufwendig! Man bentotigt z.B. folgende Aussagen:
(.)f:X=>Y surjektiv, wobei X abzahlbar = Y hochstens abzahlbar
(..)d bljektl Abb N— NxN (z.B.g™?, wobei g: NxN—-N
g( :—1/§%fn&m (n+m+1) +m)
Es relcht eine su{jektive Abb. N-Nx N z.B. die
linksinverse der injektiven Abb NxN— N, (n,m) 2n3m
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Al1l.5.20 Geg sei die Menge aller schlieRlich konstanten Folgen mit
rationalen Gliedern, d.h.

M={f: N> Q: Es existiert ein n, mit f£(n)=£f(n,) V n=>n,}.
Zeige, dass M abzahlbar ist.
Bew:Def M,, ={f:N->Q mit f(n)=q V n>ng} = M=u: M,
Wir zeigen:A@mo ist abzidhlbar V ge€Q, n.eN,, insbesondere
M, ={f: N> Q:f(n)=q V neN} = | M,.|=1. Q"'
Wenn ny=1, dann ist ALMU={f:N—>Q:f(n)=q V n>n,l}=
{((£(1),£(2),...f£(no1) 9, 9,9, ...) :E(1)....f(ne1) €EQ},
Mit anderen Worten:

T: M, Q" ', T(£)=(£(1),....£(ny1))ist bijektiv und Q" ist abzahlbar

VneN (Q=QxQ = Q=Q*'xQ ist abzidhlbar) = M= u”” M

i m%lst

0

abzahlbar als abzahlbare Vereinigung abzahlbarer Mengen
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Al1.5.21 Es seien V m;,meN und f:{1,...,m]—{1,...,m} bijektiv.
Zeige:m;=m,. (Zur Erinnerung:{1,...,m|:={n€EN|1<n<m})

//D0.2.5 (202)Bem 2.)f:X=Y & g:Y—=Z bij = go f:X—Z bij und//

// (go £f)1:2=X:(go f)t=ftog?t //
//81.5.2 /702/703) Rechenregeln in N: Vm,neN gilt//
//6.)m>n = m>n+l d natiirliche Zahl zwischen n und n+1//

//  (n#m = |n-m|=>1)/
Bew:Wird durch Induktion nach m;€EN bewiesen.
A(m) :meN und f:{1,...,m—{1,...,m} bijektiv = m=m,)
m;=1: Sei myeN und f: {1}-{1,...,m] bijektiv
V ne{l,...,m} gilt :f(1)=n, da f surjektiv,
(fir n€{1,...,m} I k€{1} mit f(k)=n, d.h. f(1)=n)
insbesondere 1=f(1l)=m, (da 1 und mZE{l, .. .,mz}), also
m=1=m, d.h. A(1l) ist wahr
m; 3 m+1: (InduktionsschluB:A(m;) = A(m;+1))
m;>1

Es sei myeN und f: {1,...,m} — {1,.,m,} bijektiv,

=M, =M,
Z.z. m+l=m,
m,eM, 2 3 DOEMl:f(n0)=m2 =
f surjektiv
f‘ M \[no)- Mo M) pijektiv (wie man leicht
M0y ={L.,my-1}
.. RN
nachprift) (Bew: M,\|{m,/=[n€EN:1<n<m, und
n#m,| = [neN:1<n<m,-1|=(1, ..., m-1})
51.5.2

Definiere g:M\|[no—{1,..,m} durch

g(n :[ n,falls1<n<n,-1
n—1,falls+1<n<m,

wohldefiniert, da g(n)€{l,..,m] V neM\|(n,}).

Dann ist g bijektiv, wie man leicht nachrechnet:

g surjektiv:Sei m€{1,..,my} bel..

m,falls1<m=<n,-1

m+1,fallsn,<m=<m,

(beachte: g ist

Def n:=[ =g (n)=m und nEM\[nO}
g injektiv: Seien g(n:;)=g(n;) = n;=n, oder n;-1=n,-1 = n;=n,
= g*':{1,..,m|-M\|[n} bijektiv =
D0.2.5Bem?2

£ sy 9=1, .. m={1, .., m-1] bijektiv
Kombination bijektiver Abb ist bij.

_:3 m1=m2—l

IndHyp

= m+1l=m,
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1 2 . . -1 Ny no‘|‘1 . . 2 . . m2_l m,

g g™
l no M/(n,,)g . . m2_1

*Einige eigene Erganzungen und Anderungen Fehlerfrei?

“2lm+1=m, : (InduktionsschluB:A(m;) = A (m+1))
Es sei myeN und f: M, :=1,.m+1—{1,..m,} bijektiv

- [
=M, =M,

m;

Z.z. m+l=m,
m2€M2 2 3 nOe Mv :f(no)sz =

fsurjeknv
£l iog M, \{no}—HM \{m,} bijektiv (wie man leicht
{1,..,m,-1}
nachpriift) ﬁew: M\ [m,}=[nEN:1<n<m, und

-
!
!
| n#m,] = [(neN:1<n<m,-1}j={1,...,m,-1})
!

Definiere g: M, \v[no 1 ..,ml} durch

<n<n.-
g(n =J n, falls 1=n=<n,-1 (beachte: g ist

v |n—1,fallsn+1<n<m,
wohldefiqiert, da g(n)€(l,..,mJ VY neM \[n)
Dann ist §\\bijektiv, wie man leicht nachrechnet
g surjekt\i\v\:Sei me(l,..,m} bel..
h lls1<m<n,-1
Daf n:= m, falls 1<m:<n, =g (n)=m und
m+1,fallsn,<m=<m,
n€ M; \{n,
g injektiv:Seien g(n:)=g(n;) = n;=n, oder n;-1l=n,-1=
n{=n,
= gt:{1,..,m]oM\|n] bijektiv =
D0.2.5 Bem 2
£ vy © g*={1,..,m}>{1,..,m J\n—{1,..,m-1} bijektiv
Kombination bijektiver Abb ist bij.
= m=my-1
IndHyp
1 2 . . -1 Ny 1’10+l . . _m1+l 2 1 2 . . mz_l my
f

g g
1 no |M1/(nn)~g" l 2 . . m2_1
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S1.5.13(758) Vor:McR, M#®@ und M endlich

Beh:M besitzt ein Minimum und ein Maximum

Bem: |[N|= o unbeschriankt, andernfalls 3 m=max N, meN und m+1&eN
Widerspruch

Bew:A,:Jede n elementige Menge hat max und min

n=1 M=&h} = a,=maxM=minM
n=2: M={a; a,] = a;<a, = a;=minM, a,=maxM
a.<a, = a;=minM, a,=maxM
n—on+l:M={a; a,, ...an, an)={ai az, . ..anU{an]
maxM = max{max{a; a., ...anl, an)
minM = min{min{a: a., ...a.), an.}

d max,min
Andere Formulierung:
Induktion nach der Elementezahl von McR:
A, : Jjede Mange M mit [M|=n hat Max und Min

n=1 :M={a;] mit a;€ER = a;=maxM=minM
n—n+l:5Sei M eine Menge mit |M|=n+1l, d.h.
M={ay,az, . . . an, ana)={a1,a2, - . . anfUlana)=:M" Ulana),

M’ |=n. Nach IndHyp gilt:

d minM’=a, und d maxM’'=a,
1 2

<a, agu<a, = a, =min M, a, =maxM
1 2 1 2

anm<g< a, a, = ay=min M, a, =maxM
1 2 2

< aVl a%<<am1 = av1=min M, a,;1=maxM

d.h. M hat min und max

D1.5.4(758)
1.)Die Teilmenge von R: Z={a€R|a€eN, oder -a€N} heiRt Menge der

ganzen Zahlen Z=NU{0}U{-n:neN]|
2.) Die Teilmenge von R:Q=[p/g€R|p€Z und g€Z/{0}], heilt Menge

der rationalen Zahlen in R
3.)Die Teilmenge von R:R\ Q heiRt die Menge der irrationalen
ZahlenR (z.B.+2)
R =RU{x, -©}
v XER —00< x<00

=(-1)
XER 004X =00

~ oy U1 WD

)
-)
-) -

) V

8.)V xeR,:00x=0

00* X= falls x>0 , 0*w nicht definiert
—oo falls x<0
9.)o0+t0=00, =00+ (-00)=-00, 00*00=00, (-00)* 00=-00, (—00)* (-00)=00
1o.) X_:=0 V xeR.

+ o0
.) R ist kein K&rper (siehe nicht Definiertes)

Bem zu 1.),2.)

Fiir die Elemente von Z und Q ist in natirlicher Weise eine Addition und
eine Multiplikation definiert, denn diese Operationen sind fir alle
reellen Zahlen definiert, also auch fir die Elemente einer Teilmenge.
Fraglich ist hdéchstens, ob das Ergebnis dieser Operationen wieder zur
Menge gehdrt; dies ist im folgenden enthalten:
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Andere Formulierungen zu 1. und 2.):
Zund Q sind abgeschlossen bzgl Addition und
Multiplikation, d.h. fir a,beZ(€ Q) sind auch a+b,
abe Z(€Q) . Ferner gelten in Z die Axiome (Al)-(A4) sowie
(M1), (M2),M(4), (D) und man nennt Z deshalb einen
kommutativen Ring mit Einselement. In Q gelten alle Axiome
eines Kdrpers. Man nennt Q auch den Quotientenkdrper von Z.

Bew:die Abgeschlossenheit ergibt sich direkt aus der Def und

p.4,*Pp,q,
q.P:

Die Gultigkeit der Axiome ergibt sich, da fur a€Z auch

-a€Z ist (genauso fir Q) und da fir a=p/geQ\{0} auch a‘'=gq/peQ
ist.

den Rechenregeln fiur Briche, z.B.: p./qi+p./d:=

Bem zu 4.)-9.)

Es gilt das Kommutativgesetz.Distributivgesetz und Assoziativgesetze
gelten, soweit bei der Anwendung keine undefinierten Ausdricke entstehen.
Beachten: o+ (-©) und 0*w sind hier nicht definiert.

Al1.5.22 Zeige, dab folgende zusadtzliche Rechenregeln gelten
a)V xeR:-0+x=-w
b) V x€R,:x (-0)=-0, (-x)w=-0, (-x) (—00) =00
Cc) =00+ (—00) =-00, (—00)w==00, (—00) (—00) =00

Al.5.23 Zeige, dass es nicht moéglich ist, die Ausdriicke oo+ (-o)
und 0*w so zu definieren, daB R =zu einem Korper wird.
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S1.5.14(760)
1.)V m,n€EZ ist m*n, mn€Z (Z,+) ist Abelsche Gruppe
Bew:folgt aus S1.5.2 (RR fur N) und D1.5.4 1.
(Q,+,*,<) ist ein angeordneter Kdérper (Unterkdrper von R),
der nicht vollstadndig ist (echt in R enthalten ist)

//81.3.2 (513)Vor:Sei x>0,xER. Beh:3J genau ein y:.x €R mit y=>0 und y’=x//
Bew:Wegen der Bruchrechenregeln in einem Kdrper ist Q

abgeschlossen bzgl + und - (fuhrt aus R nicht heraus).

V2 cR\ Q. T=[teQ|o<t,t?<2] kein sup in Q

aber in R. Analog zu Beweis in S1.3.2 = 3 supT=+2 €R\ Q
3.) N, Z, Q sind abzidhlbar, Rund R\Q sind iiberabz&dhlbar

Bew: N:idn: N N = N abzahlbar.
Z:{a.|keN},
a;=0, a,=n,k=2n, a,=-n,k=2n+1 neN 7

—

bij Abb alle N auf Z
siehe Beh

Q: Q'={xeQ|x>0}. Q=[xeQ|x<0}.Q=QU{0oju Q*

(1)+(1/2+42/1)+(1/3+3/1)+(1/442/3+3/2+4/1) +
(a1)+ (aztas) + (az+as)+ ......
Q, Q (dhnlich Q+ = Q abzahlbar

S1.5.17: Jedes x€(0,1] lasst sich eindeutig als unendlicher Dezimalbruch

darstellen:x=0, a;a,asa,...mit a,={0,1,2,3,...,9} V veN.
Annahme (0,1]=(xy) 5,
>q=0,analau ... Annahme alle reellen Zahlen kommen
Xo= O a21a22a23\.. hier vor ist falsch
x3=0, a31332333+ « « - Widerspruch
\
x4=0, as1@4sass.
Definiere x=0,b;b,b5;.... mit b,={1,2,3,...,9}, b.,#a., V neEN =

€(0,1] & x#x, V neN = Widerspruch
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Andere Formulierung:
Q:={p/q, p€Z, geN, |pl|, g teilerfremd},
¢: Q- ZxN, p/g—(p,q)
M={p,q} mit |pl,q teilerfremd
¢@: QM injektiv = abzahlbar
Beh
av€(0,1,2,3...,9} V veN Ann: (0,1] =(xv) o,

S1.5.17:

x:=0, a;1a12a13a813. « - Ann:alle rellen Zahlen

X,=0, as1a,2823824. « . P kommen hier vor....

x3=0, as;asaszsass. - - h sind das alle? Widerspruch

usw ‘/”//”//,,,/——”

Definiere x=0,b;bbsb,...b, mit

b.€{0,1,2,3...,9] b.#a. ¥V neEN (d.h. b;#ai,b,#a, bs#as...) =
%€ (0,1] und x#x, V neN Widerspruch
Andere Formulierung:
Idee:Rund R\ Q: (0,1] = {x€R|0<x<1] ist nicht abz&hlbar.
S1.5.17 Jedes x€(0,1] 1lidsst sich eindeutig als unendlicher
Dezimalbruch schreiben:x=0, a;aasa.as
wir sehen hieraus, dass sich jede Zahl x€[0,1) als
Dezimalzahl darstellen lasst, d.h.
x=0, X1X,X3%Xs ...mit x€E€{0,1,2,...9}, aber 3 kein v,eN mit
=9 V v>v,
Annahme: [0,1) ist abzahlbar {y.€[0,1),veN}
~ (v)
70, %} kYl veN, y, o= Hallsx =4
Sfallsx, '=4
y1=0,§(11) x(zl) X(31) .
§Q=O,xg”ggf)x§),m unterstrichene geandert
y =0,y y, ... €[0,1)=y, Vv
Also [0,1) uberabzihlbar, also R>[0,1) uberabzihlbar
Andere Formulierung:

S1.5.17:Jedes x€(0,1] lasst sich eindeutig als unendlicher
Dezimalbruch schreiben:x=0, a;aasa.as. ..
Falsche Annahme: x,=0,a;;a,asaiz. ..

x,=0, azazaziaz. ..

x3=0, az;a@z;aszadss. .. UuUsw ist Abzahlung aller rellen

Zahlen in [0,1)

Sei s=0,s5:82838,...€[0,1) & s;=(aj;;+1l) falls a;;#9, s;=0 falls a;;=9 =

s;i#a;; V i1 = s#x, V n = Widerspruch

Al.5.24 Bestimme, falls existent, sup M, max M, inf M, und min
M fir folgende Mengen:
1 —
a)M={ %— —:n,meN] b)M=[x?-10x-24:x€(1,3]] c)M=[1, V2] (R\Q).
n

Al.5.25 Zeige:V &>0 d n,eN V n>n,: 1/n<e
Al1.5.26 Zeige:V &0 d n,eN V n>n,: (n?-5) '<e
Al1.5.27 Zeige:Ist z€C und |z|<1/n V neN, so folgt z=0
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S1.5.15(759)
1.)V aeR 3 das grékte Ganze von a, d.h. 3 [a]eZ mit
[a]<a<[al]+1, [a]:=max|{n€Z |[n<a]

//81.5.5 (706)Wohlordnungss, Vor:McN und M#@,Beh: 3 minM//

Bew:Sei a>0:T=(neN|n>a€R,] = T#©, TcN = 3 m=minT, meN, a<m =
S1.5.14 S15.4
m-l<a<m = Eﬂ=m—l$a<@.
Sei a<0:a€Z = |[aJ=a (dann gilt a<a<a+l).

Sei a<0:a¢Z = -a>0 = 3 [-al<-a<[-a]+1l = -[-a]>a>-[-a]-1 =
-[-a]-1<a<-[-a]-1+1 = [a]=-[-a]-1
Bsp -3,5:-a=3,5 = [-a]=3 = -[-a]-1=-4
2.)Va,beER,a<b (.) I geQ mit a<g<b und (..) I deR\ Q mit a<d<b
Bew: (.) e=b-a>0 = 3 neN: 2/n<e
Ansatz q:=@EQ, qSLn_l=b—l/n<b
q::[nb];1—2>nbn—2 =b-2/n>b- € =a = a <q<\bA
b-al
(..) 0.B.d.A.:Sei a€eqQ (sonst betrachte q,b) .
Seie=b-a, 2/n<e, d=a+'2 (d€ER\ Q)= d>a, d<at2/n<ate=a+(b-a)=b =
a<d<b

Benutze: 1<+vV2 = 2<y2 V2=2

Andere Formulierung:
Zwischen 2 bel reellen Zahlen liegt immer eine rationale Zahl
Bew:Seien a,b€eR, a<b.Nach obiger A1.5.25 3 geN: 1/g<b-a.
Betrachte die rationalen Zahlen riy=[al+3/q, fur jEN,={0}UN. Die
Ungleichung ry<a gilt sicher fur j=0, aber nicht fir j=zg =
d maximales Jj, mit rh)ﬁa = rjm>a aber q&1<b nach Def von g.
(aer4= r%+ % <atb-a=b)

<a <b-a
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3.)Zwischen 2 bel rationalen Zahlen liegt immer eine
irrationale Zahl
Bew:a,b€Q, a<b. Nach folgender Al.5.29 gibt es mindestens
eine positive irrationale Zahl e&. Nach S Archimedes
3 ein neN: n>e/ (b-a), also &/n<b-a. Da a+e&/n
irrational sein mub (warum?), folgt die Beh.

Andere Formulierung:
Vorbetrachtung: V2 €R\ Q. Annahme +2=p/q, p,qeN
teilerfremd, p?/g?’=2, p’=2g®’ = 2 teilt p, d.h. p=2p’ =
4p’?=2qg° = 2p’'?’=qg* = 2 teilt g Widerspruch

V2

Bew:0BdA a€ Q, r=a+ —€R\Q (n, wie oben), a<r<b (wie oben)
n,

Nachtrag zu Bew S1.5.17
M={x€ Q:x>0,x?*2}. (Falsche) Annahme: 3 sup M in Q, so sagen wir
g:=sup M(qg rational#zJE)
l1.Fall q>\/§ = 3J g'€Q :q>q’>\/§ = q’'>2 =
g’ ist obere Schranke<sup M Widerspruch
2.Fall q<¢§ analog... Widerspruch = Q ist nicht vollstandig

#4.) p,eeR, V &0 I reQ: p-e<r<p+e, d.h. r liegt zwischen p-&¢ und p+e.

//81.5.4(705) Archimedisches Prinzip//
// V aeR 3 neN:a<n(d.h. N ist in R nach oben nicht beschrankt)//
//81.5.5 (706)Wohlordnungss, Vor:McN und M#©@,Beh: 3 minM//

# Bew: meN, wdhle 1/m < e&: p-e<r<pt+e = p- 1/m<r<p+1/m

sLs41) e
# p>0: d n. > mp > V n I k<n. = k/;<mp<k

S154 stss T
# r:=k/m = r-1/m<p<r = rZp+l/m A p 1/m<r
# d.h. reQ liegt zwischen p-&¢ und p+e.
# p<0: -p>0 = I r: -p-e<r<-p+e = p+e>-r>p-¢ =
# -reQ liegt fiir p<0 zwischen p-&¢ und p+e
#5.) peR, 3 eine Folge (r,)€Q, LI/oder\ : lim  r,=p
n->w
# Bew: pER = V neN 3I r,: |r,-pl<l/n = r, 20
4.) n-=>o

Al1.5.28 Zeige: Q ist ein geordneter Kdérper.
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Al1.5.29 Zeige: Die Menge der rationalen Zahlen r mit 0<r?<2 ist nicht
leer, nach oben beschrankt und besitzt (in Q) kein Supremum.
SchlieBe hieraus:

a) Der Kérper Q ist nicht vollstandig.
b) Es gibt mindestens eine positive irrationale Zahl.

Al1.5.30 Zeige: Jedes offene Intervall in R enthilt
unendlich viele rationale, aber auch irrationale Zahlen.

S1.5.16(764) (Division mit Rest)
V peZ und neEN I eindeutig bestimmte Zahlen g€Z und
re{0,...,n-1}rmit p=ng+r

Bew:Wenn die behauptete Gleichung gilt, folgt p/n=g®r/n und O0<r/n<l.
Also mub g=p/n-r/n=[p/n] gelten, woraus die Eindeutigkeit von g und
dann auch von r folgt. Umgekehrt sei g=[p/n], also p/n=g+f mit Q§§<1.

Dann ist p=ng+nf und p=ng+r mit r=nE=(p-n®€Z und 0<r<n (da n*n),
woraus die Existenz der g und r folgt.

Andere Formulierung, jedoch mit Einschriankung auf N:
Sei meN fest. V neN I g, reN;, mit n=gm+r & 0<r<m und g,r sind eindeutig
bestimmt.
Bew:Induktion nach n
N={neN|n=gm+r, 0<r<m, g,r€ENy} (n hier noch nicht alle neN =
1€N, da: 1.Fall: m=1:1=1*1+0
2.Fall: m>1:1=0*m+1
neN, d.h n=gmt+r, 0<r<m =
n+l=gm+r+l, 0<r+1=<m
l1.Fall:r+1<m = Darstellung von n+l in der gewlUnschten Art
= n+l€N
2. Fall:r+l=m = n+l=gm+m=(g+l)m = n€N = N induktiv =
N=N = Beh
Eindeutigkeit:
Annahme n=gm+r=gm+r, O0<Zr, T r, 7<m = (g—-q¢ )m=F -r = F #r =
Annahme 7 >r moglich = (g-g)m>0 = g>q = g=qg+l1 =

m>rundr=0

n=gm+r=(q +1)mtr=¢g mtm+r>gm+7 =n = n>n = Widerspruch = F=r und g =g

S1.5.17(764) (g-Adische Zahlendarstellung)
Sei geN\{1l}. Dann gibt es fiir alle ne€N eindeutig bestimmte Zahlen
peEN, und z,€{0,1,...,g-1} mit 0<k<p, sodass n=z,+z:;g+...2,9°, z,#0.
Bew:Die Beh ist richtig fir n=<g-1 (mit p=0 und z,=n).
Ist n=g, so existieren nach S1.5.16 eindeutig bestimmte Zahlen
zo€{0,1,...,9-1} und m€Z mit n=mg+z,. Offenbar ist sogar 0<m<n.
Eine Anwendung der Induktionshypothese auf die Zahl m ergibt dann
die gewiinschte Zerlegung fir n.
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Andere Formulierung:
Es sei geN\{1l} fest gegeben. Dann gilt fir jede naturliche Zahl

p

n: n=) og' mit p:=max{ve€Ny:g'<n}, w€{0,1,...,9-1}

v=0

Bew:Diese Darstellung ist eindeutig und folgt aus der Division

mit Rest:n/g’= «, +r,/g”, 0=<r,<g®, r,/g°'=0 . +r,./g""

€{0,1,...,g-1}
usw. Fur x>0, x= [x] + x—[x]
sie}::ben TE[OFDJ

Al1.5.31 Finde die Dual- und die Hexadezimaldarstellunge(d.h. die
g-adischen Darstellungen mit g=2 und g=16) der Zahlen
n=24, n=123, n=315 . Benutze dabei flir g=16 die Bezeichnungen
A,B,C,D,E,F fir die Ziffern 10,11,12,13,14,15.
Los:g=2,
g’=1,g'=2, g*=4, g’=8, g'=16, g°=32, g°=64, g'=128, g°=256
n=24:24:16=1R8, 8:8=1R0
=1*16+1*8+0*4+0*2+0*1 = 11000,.
n=123:123:64=1R59:32=1R27:16=1R11:8=1R3:2=1R1
=1*64+1*324+1*16+1*8+0*4+1*2+1*2° = 1111011,.

n=315:315:2=157R1 = z,=1 9:2=4R1 = z:=1
157:2=78R1 = z,=1 4:2=2R0 = z,=0
78=2=39R0 = z,=0 2:2=1R0 = z,=0
39:2=19R1 = z;=1 1<2 = zg=1
19:2=9R1 = z,=1
=100111011,.
g=16,

n=24: 24:16=1R8 = 18;.
n=315:315:16=19R11 = z,=B
19:16= 1R3= z,1=3
=13Bs.
*Andere Formulierung:
g=2 ZZ&ZE{O,I}, PEN,, ZZMGE{O,l,...9A,B,...,E,F},

n=zy+z:g+...z,g"
24=27 = 2%+ A =0+0*2'+0%*224+1*23+1*29=11000 (bin&ar)
8=2’
=167 = 16'+8=8+1*16=18 (hex)
123=27 = 64 + 59 =1+1*2141%2341*2%4+1*25+1%2°=111111 (bin)
= )
2 32+ 27
? 1§+R_ii
¥ 8+3
i_,
2+
P

123=16° = % =B+7*16=1B (hex)

Al.5.32 Es seien a,b€R mit a<b und f: (a,b|~R injektiv. Zeige,
daB f((a,b]) Uberabzahlbar ist.

Al.5.33 Untersuche, welche der oben eingefithrten Intervalle
nach oben (unten) beschrankt sind

Al.5.34 Bestimme, falls existent, sup(inf), max(min) der oben
eingefiihrten Intervalle.
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D1.5.5(766) Seien a,beR, a<b
[a,b]:={x€R: a<x<b} abgeschlossenes Intervall
[a,b) :={x€ER: a<x<b} halboffenes Intervall
(a,b] :={x€R: a<x<b} halboffenes Intervall
(a,b) :={x€R: a<x<b} offenes Intervall
(-0,b] :={x€R: x=<b}, (-o,b):={x€R: x<b},
[a,o] :={x€ER: x=>a}, (a,x):={x€ER: x>a}, (-w,o) sind

unbeschrankte Intervalle

S1.5.18(766) Intervallschachtelungsprozess
Vor:Seien I,=[a.,b.], a.<b, mit I,.cI,, V neN
Beh:d mindestens ein x€R: x€ n I,, d.h. a,<x<b, V neN

n=1
Bem:1.)an =an, bnnu<b, V neN, a,<a,, V m>n, b,<b,, V m>n
2.)Aussage entspricht Axiom Vollstandigkeit

//D1.3.2 (504) (K,+, ,<) heiBt vollstdndig (beziiglich <): < V 17K,
T#© //und T nach oben beschrdnkt T supTeK. Ein angeordneter,
vollstédndiger// //(bzgl Anordnung) Korper heiBt Korper der rellen Zahlen
R/I
Bew: I11=[an, ban]SI,=[an, bs] ¥V neEN
a:<a,<...<ap....<a,<b,<...b,<b; ,n>m = a,<b, Vn,meN
T:={a,|neENJc R, T#@ (alle linken Endpunkte zu T zusammengefaBt)
Jedes b, ,meEN ist obere Schranke von T
D1.3.28 = 3 x:sup TeER = a,<x V neN.
x ist kleinste obere Schranke von T = x=<b, V méeN = x€I, V neN=
S glIn

Nach Dl.6.1, S1.6.1 lesen
Bsp:K.,={z€C| |z-z,|<1/n},
z.z K=NK,={zy}

neN
Bew:“KD NK,“ z,€K, da z,€K,, |z-z,]|=0<1
neN

ZOEQKH. N

neN neN

JKC MK, Annahme z,€K, 7z,#7, = |z,-2,1=0>0. Wahle n €N, n >1/8 =

neN

K ={z€C| [z-z,] <1/ n <8} = z,€K = z.& NK,

—_— neN
=ofiirz=z,!
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Al1.5.35

a) AcB, d min A und min B = min A>min B
Bew: Bspskizze: [ [ ) ] a=min A: a€A & ACB = a€B = a=>min B

b) AcB, d inf A & inf B = inf A>inf B

Bew: a:=inf A, B:=inf B = b<x V x€B b<xVxeB=>b<xVxeA =
AcB

b untere Schranke von A = Db=<a
c) d max A und max B > 3d max (AUB) & max = max (AUB)= max{max A, max B}
Bew: Sei XEAUB = x€A " x€B = x< max A " x<max B =
x<max{maxA,maxB] V x€EAUB, da max{maxA, maxB}EAUB
ist max{maxA, maxB}=max (AUB)

Al1.5.36 Max, Min, Sup, Inf?

a) A= uU [O,l]
neN n
L.Os: — < l = [Oli]c[oll] = [Oll]c[oll]:[oll] \ n = A:[Oll]
on m n n 1
0enr & V x€A: x€[0,1] = 0=<x<1 = min A=0

0<x V x€A = inf A=0
len & V x€A: x€[0,1] = 0 x<1 = max A=1
x<1 V x€A = sup A=1

b) B=n [0, 1 ]
neN n
Los: 0e[0,n] = 0€B V n
neN
¢ x<0: x%[O,%—] = xX€B
. 1 1
oo x>0: = 3 neN: n>x*t= x>— = 3 neN: x¢[0, —] = x¢B
N unbeschrankt n n
¢ & ¢ = B={0}, da x>0 oder x<0 oder x=0 in R =

min B=inf B=max b=sup B

c) C=n (0, l)
neN n
. 1 1
Lés: (0, —=)<[0, =] VY neN = CcB={0}
n n
OE(OIE) = 0¢C = C=0 =
n

V x€R:x ist obere Schranke von C, x-1 ist ebenfalls obere Schranke von C
= 3 S: S kleinste obere Schranke von C =
kein sup{ analog kein inf = kein max, kein min

d) D=n 0—1,

neN n

S |-

//81.5.18 (763) Intervallschachtelungsprozess
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// Vor:Seien I,=[a.,b.], a.<b, mit I.,<I,, V neN
// Beh:d mindestens ein x€R: x€ n I,, d.h. a,<x<b, V neN
n=1

Los: D ist Intervallschachtelung = |D|=1 = D={0} =

51.5.18 B
supD=inf D=max D=min D=0
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