1.5(700) Die natirlichen Zahlen und das Prinzip der
vollstandigen Induktion

Natiirliche Zahlen: 1,2:=1+1,, 3:=2+1 usw

D1.5.1(700)

1.)Eine Teilmenge TcR heiBft induktiv:e
a) 1€T und f) teT = t+leT V teR
Bsp:[1, )

# Alle denkbaren Teilmengen von R: (P(R)),

# davon nur Menge I aller induktiven Teilmengen: Ic (P (R)
# T;: nur eine induktive Teilmenge T:€I

# Alle induktiven Teilmengen von I: I= U T;c (P (R)

Tel
2.) Sei I die Menge aller induktiven Teilmengen T; von R (Ic(P(R)),
dann heift N:= N T, die Menge der nattrlichen Zahlen.

Tl
Bem: REI = I#©@ (siehe Kdrperaxiome)

Eigenschaften von N:
1.) N ist induktive Teilmenge von R
Bew: leT; V T,eI1= U T,c(P(Ry= 1€ n T,

Tel Tl
xeN = xe N T;=N = x+1eT, VT, = x+le N T;,=:N
T.el D1.511)B8 T.el
2.) (.)N ist in jeder induktiven Teilmenge von R enthalten =
(..)N ist kleinste induktive Teilmenge von R
Bew: (.)1leT, V T.€I = 1€ N T;=:N.
Tel
Sei xeN => x€T; V T,€I
D1.5.12)
= (x+1)€T; V T,€I = (x+1)€ N Ti=: N.
D1.5.11.)8 Tel
//D1.5.1(700)
//(..) Sei Ic(P(R) die Menge aller induktiven Teilmengen T; von R
// dann heift N:= N T, die Menge der nattrlichen Zahlen.
Tl
Bew: (..)N ist kleinste induktive Teilmenge von R
# Nur fiur diesen Abschnitt:
# T sei eine Menge, |T|:=Zahl der Elemente in T

700



# Bsp: T, cN= | T, |=[{1,2,..,p}I<I{1,2,...p, P*tl, ...}|=IN|
#: 1st hier kein Z&hlindex, sondern signalisiert induktive Menge

Annahme: 3T, €I=( U Ty)<c(P(R)): | T, I<IN|] = T .cN
T.el
DlﬁhLJ Tl TﬁI/{i}
1$ Ti:N:

Annahme: 3 T .cN falsch

# kann T; <N nach D1.1.1 (.)uberhaupt induktiv sein?
Bem:1.)0¢N, da mit T; auch O0€T:N [1,00) eine induktive Menge ist,
—

injektivnach D 1.5.1 Bsp
([1,00) :=[x€R|1<x})und NcT;N[1,0), 0€[1,o) gilt) und damit

Og N Ti::N
Tel

Bez: No=NU[{0} ist induktiv und heiBt die Menge der nichtnegativen
ganzen Zahlen

Sei AcCN so, daB 1€A und der Schluss xX€A = x+1€A richtig sind (mit anderen
Worten :A ist induktiv). Dann folgt bereits A=N

Beh:a) x<1 = x¢&N
Bew:M=[1,o) ist offenbar induktiv und deshalb NcM
b) neN, n<x<n+l = x¢N
Bew:M,={1,2,...,n}U[n+l,o©) ist induktiv und somit gilt NcM,
#Bew:x¢€M,={1,2,...,n}U[n+l,o©) ist induktiv und somit gilt NcM,

Al1.5.1 Sei im folgenden a€R festgehalten. Wir wollen ein McR
a-induktiv nennen, wenn a€M und x€M = x+1€M immer gelten.
Zeige:Es gibt genau eine kleinste a-induktive Menge N,. Fir

welches a ist N,=N?

Al1.5.2 Zeige flir N, wie oben 2 Aussagen, welche obiger Beh entsprechen

Al1.5.3 Finde fiur jedes N, wie oben eine bijektive Abb von N, auf N
S1.5.1(702) Prinzip der vollstandigen Induktion
Vor: V neN sei A, eine von n abhidngige Aussage gegeben und es
gelte
1.)“A, ist wahr“ (Induktionsanfang: IAnf) und
2.)Wenn V neN (beliebige neN) gilt ,, Awﬂﬂ\MMr “, folgt, dass auch

IndHyp: IHyp

” AMH)BIWMW “ ist, so gilt: A, ist wahr V neN
IndAussage: 1Auss
Bezeichnungen: V neN gilt (Ahﬂﬁ AM+M) ist wahr
—— S—
¥IH InduktionsbehaupthJg

Induktionsschluss (IS)n=>n+1

Bew:Sei T:=[neNJ|A,,ist wahr] = TcN
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1eT da Ay wahr

Sei n€T = A, wahr. (Ay, = Ansy) wahr = A, wahr=>
n+1€T = Tinduktiv = T=N
[ — [ —

* * wahr

Andere Formulierung Bew:
T={ne N:A ., ist wahr}c N.
T ist induktive Menge = TSN (kleinste induktive Menge) = T=N

Bsp:A,: —2">n wahr = Ag: —2""'>n+1 wahr = —2".2>2n>n+l =
[ [ — ——
falsch falsch >n falsch
[ —

>2n falsch
—2"™!'>n+1 wahr d.h. Ag., wahr

R ——
falsch

Die Angabe falsch kann auch eine richtige Aussage sein.

Andere Formulierung:
Geg seil Aussage A(n), welche fir V neN sinnvoll ist. Wir sagen, dass wir
A(n) durch vollstdndige Induktion beweisen, wenn wir nach folgendem Schema
vorgehen:
a) Wir zeigen die Richtigkeit von A(l) (Induktionsanfang)
b) Sei jetzt neEN beliebig gegeben. Unter der Induktionshypothese,
d.i. die Annahme der Richtigkeit von A(n), oder auch die Annahme
der Richtigkeit von A(m) V me€N mit m<n, zeigen wir die Richtigkeit
von A(n+l) (Schluss von n auf n+l, oder Induktionsschritt).
Ist dies gelungen, so ist die Menge der neN, fiir die A(n) richtig
ist, eine induktive Menge und aus dem Induktionsprinzip folgt, dass
A(n) fiur alle neN richtig ist.
Beachte aber, dass ein Beweis durch vollstandige Induktion nur dann
moglich ist, wenn die zu zeigende Aussage schon bekannt ist.

Beachte noch, dass beim Beweisen durch vollstandige Induktion der
Induktionsanfang nicht unbedingt 1 sein muss, sondern im Allgemeinen
sogar eine beliebige reelle Zahl sein kann, dies ergibt sich durch
Betrachten der a-induktiven Mengen (A1.5.1-A1.5.3)

Das Induktionsprinzip kann auch zur Definition von GréBen a(n),ne€N,
benutzt werden, indem man
(.) a(l) durch eine Vorschrift definiert
(..)Wenn man a(l)...a(n) definiert hat, eine Vorschrift F angibt,
mit der man a(n+l)=F(a(l)...a(n)) 22?27
Durch ein solches Vorgehen ist a(n) V neN eindeutig definiert

Al.5.4 Zeige: 1+43+5+...+(2n+1)=(n+1)? V neN
Los:Flir n=1 ist die Aussage sicher richtig.
Wenn sie fir irgend ein n gilt, folgt
1+3+.. (2n+1) + (2 (n+1)+1)=1+3+.. (2n+l) +(2n+3) =
(n+1)%+2 (n+1l) +1%=(n+1+1)2.
Also gilt die Beh auch fir n+l anstelle von n

S1.5.2(703)
Rechenregeln in N: V m,neN gilt
1.)n=1 (also 1=min N)

//81.5.1 (701)Prinzip der vollstdndigen Induktion....//
Bew:A ) : (n=1)
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Tanf n=1: A, : 121
n—-n+l : (AL = Agy) n +1>1+1>1+0=1 = A, wahr V n€ N
>=1 THyp $1.5.1
//D1.5.1(700)
//1.)Eine Teilmenge TCR heiBt induktiv:e

//0 a) 1€T und f) t€T = t+1€T V teR
//Eigenschaften von N:
//2.) (.)N ist in jeder induktiven Teilmenge von R enthalten =
// (..)N ist kleinste induktive Teilmenge von R
2.)n#1 > 3 keN: n =k+1 = n-1=keN
#1111
Bew:??? nicht verstanden
T={1}U{n+1|neN]} (Bsp n=6€N =

T={1}U{6+1]|6€eN}={1,7}cN)
=> TcN = n+l €T V neN

—

N induktiv
Beh:1€T und sei k €T = k+1€T = T induktiv =
ewN Def T D1.5.11) Eigenschaften von N 2.) (..)
NcT = V k €N ist k€T = 3 neN : k=n+1 = n=k-1€N
A1
Eigener Versuch in Anlehnung an 3.)...
A 3 keN: n =k+1 = n-1=keN
#1111
Ay 3 1eN: n =1+1 = n-1=1+1-1=1€N
#1111
IS n—n+l: d k+1eN: n =k+1+1 = n-1=k+1+1-1=k+1€N

-

#1111
3.)m+n€N, d.h. N ist abgeschlossen bzgl Addition
Bew: A : ntmeN V meN beliebig aber fest
IAnf Ay, :1+m=m+1€N V meN da N ind. Syst.
Ay, wahr, da N induktiv V n
IS n—n+l: ntmeN V meN =  (m+n) +1€N V meN =
N induktiv m
(m+n) +1=(n+1)+meN V meN.
4.)m*neEN = N ist abgeschlossen bzgl Multiplikation

Bew:A, : n*me€N V meN beliebig aber fest
n=1 A, :1*m=meN V meN
n—-n+l Ag.,:m(n+tl)eEN=( mn +m) EN V meN
IHyp €N )

5.)m-n€EN wenn n<m

//81.5.2 (702) Rechenregeln in N: Vtm,n€N gilt//
//1.)n=1 (also l1=min N)//
//2.)n#1 = 4 k€EN: n=k+1, d.h.n-1€N//

Bew:A :m-neN V m eN
m>n
Ag, n=1: m-1€N, V m>1 ...siehe 2.) #tn>=1 = m>1
m>n
A :m-n€EN V m>n.
Ay :Wahle meN m>n+l = m>1 = m-1>n =
1.) 2.)

m - (n+l)=((m—1) -n)eN

— [ —

>n+1 >n

andere Formulierung:
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A, n=1 :m>1 = m-1=>1 und m-1€N nach 2.)

A n :m-n€N wenn m>n V m,neN

Ay n—ont+l:m>n+l, m-(n+l)= m—-n -1€N, aber m-n-1#0 weil
—— [—)
€N IndHyp 2.)

m>n+1, deshalb €N
6.)m>n = m=n+l = Es gibt keine natirliche Zahl zwischen n und n+l
(n#m = |n-m|=>1)
Bew:3.)m+n€N, 5.)m-n€EN = m-n>1 = m>n+l
1.)

m#n = m>n oder m<n
1.Fall m>n = m=n+l = m-n=>1
2.Fall m<n = n—m =1 = |n-m|=max{m-n,n-m}>1
—
5.):EN
andere Formulierung:
Nach (01) gilt n>m oder n<m. |n-m|=n-m€ N = n-m>1 also |[n-m|>1

-

5.) 1.)

Bez:n+l heiBt Nachfolger von neEN (n der Vorganger von n+1l).
Schreibweise: N={1,2,3....}, N=[0,1,2,3...], wobei 3=2+1,4=3+1 usw

S1.5.3(705) Prinzip der vollstandigen Induktion 2. Fassung

Vor: Aus ,An ist wahr“ V meN mit 1<m<n folgt stets ,A,, 1ist wahr"“,
Beh: A, ist wahr V neN

Bew: Bu):=An) N Ap .. N Ay,
Bay=An) wahr, Bgpy:=A3, AN A, wahr....
B :=A(1l) AN A(2)..N A(n) = Apymy wahr =
Vor
B = By wahr.

= B, wahr V neEN = A, wahr V neN
S15.1

Bsp: 2°>n? V n>5
Induktionsanfang n=5: 2°=32>5°=25
Induktionshypothese n: 2°>n?

Induktionsschritt n+l: 2°'=2"*2 > n?*2=n’+n’=n’+ (n-1)n+n>n’+2n+1=(n+1)?
IH

Al.5.5 Beweise durch vollstandige Induktion:
a) n?<2® V neN, n#3.

Bew: n=1: 1°<2"=2 ok
n=2: 2°<2°? ok
n=3: 3°<23 falsch
IA n=4: 47<2*' ok
IH n’<2» T~
\\ nz
IS (n+1)2=n?+2n+1 ~<_ 2%+ — +1<2°4277 141 <2n4 2074 o0t l=Dn pn =70l
1H,Tz4 2
n 2 2
a)V neN gilt: D k3=1+23+33+43+... .nE@
k=1

n+1

(Bedeutung Y. siehe D1.5.2 (712))
k=1

704



Bew:IAnf n=1 . 13 ; 1

n 2 2

IHyp fur ein neN: Z k3= n (”:‘1)
k=1
n+1 n n2(n+1>2

tS nontd 2, K3=D, kP+(ntl) 3= +(n+l) ? (n+l) =
k=1 k=1

(n+1)*(n*+4n+4) _(n+1)(ne2)
4 4

b)Sei M eine endliche Menge, |M| bezeichne die Anzahl ihrer Elemente

und P (M) ihre Potenzmenge. V endlichen Mengen gilt:|P (M) |=2"".
Anl: Fir meM ist P M)=2AU (P M)\2A) mit A={XeP (M) :meX}

Bsp: M =M\{m}={1,2}; P(M)={{},{1},{2},{1,2}}; n=I M |; |P(M)|=2"=2°=4
M={1,2,3}; m=3; |M|=3;
PM)={{},{1},{2},{3},{2,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}};
|P (M) | =8=2"=23;

A={{3},{1,3},{2,3}{1,2,3}};
PM)=AU (P (M) \A)={{3},{1,3},{2,3}{1,2,3}U{{},{1},{2},{1,2}}=

={XeP (M) :meX} U {XeP M) :m&X}
= (x€P (M) :meX) U{ Y €P(M)}
Xoh;:z{m}
={YU{m}:YEP (M)} u{yeP(m)}=
{({YU{3},{11U{3},{2}U{3},{1,2}U{3}}U{{},{1},{2},{1,2}}=
{({3}y,{1,3},1{2,3},{1,2,3}} U{{},{1},{2},1{1,2}}
[P(M) I=1{3},{1,3},{2,3},{1,2,3}}I+1{{},{2},{2},{1,2}}]|
Bew:IAnf n=1 :M|=1 = M={m} =>PM)={@, {m}} = [P M) |=2=2".
Thyp P M) |=2"™ fiir ein n=|P M) |eN
IS  non+l:Sei meéM. M =M\{m} = | M |=n, da |M|=n+l.

X={ X ohne (m| U{m}}

Y
P (M) =AU (P (M) \A) ={XEP (M) :meEX}U{XEP (M) :m [ X}=

(XEP (M) :mEXIU{YEP (M ) }={YU{m}:YEP (M ) JU{YEP (M )}
IP(M) [=| |YU{m}:YEP (M )} [+|P (M |=2°+27=25,

c)Fibonaccizahlen: Es seien Fy,=0 und F;=1 gegeben. F, wird rekursiv

definiert durch Fnﬂ=th}ﬂ. Dann gilt V 2<neN:
12(14+V5)]"=[1/2(1=5)T" n_n — -
B REPARRLED ) o B oY) Y LRI u=t(1-4/5 )

©o12(14V5)-12(1-V5)\ A

\
Bew:IAnfang n=2: E}=Fﬁf5=l+0=k
22 \ _ _
Ff:%a K :A+M5i/2(l+J5)+%(l—J5)=l




IHyp :Fir ein neN gilt F,= }‘)\_“ V 2<k<n
—H

n+l__  n+l n__.n n-1_  n—-1

IS n—on+l:z.z. le:)\)\iy =F,+F,_1 = )‘)\ Hoy A > H =
—u = —u .y
Hypf.nund n—1
()\n_i_)\n—l)_(lln_'_pn—l) )\n+1_ n+l S
= E siehe NR
A—pu A—p

NR:AP+HATI=A" (A +1) =A" A2 =0
Beh: (A+1)=A2, wie folgt
(A1) =%+ V5 /241=3/2++/5 /2, A?2=[1/2(1++/5)]12=%(1+2 /5 +5)=3/2++/5 /2
analog u*+u**t=ut,

d) D, 2x=21-1 V neN
k=0
0
Lés: n=0: D, 2k=20=1, 20-1=2!-1=1 ....ok
k=0
n

Indh: ), 2%=2"'-1 fiir n>0
k=0
n+1 n

non+l: ), 2%= ) 2542n
k=0 k=0

2n+l_1+2n+1=2*2n+1_1=2 (n+1)+1_1

=l

e) [] (1-k)=(-1)

k=2

S1.5.4(707) Archimedisches Prinzip
V aeR 3 neN:a<n(d.h. N ist in R nach oben nicht beschrinkt)

//D1.3.2 (504) (K,+, ,<) heiBt vollstdndig (beziiglich <):&

// V TcK, T#© und T nach oben beschridnkt T supTeK.
// EFin angeordneter, vollstdndiger (bzgl Anordnung) Kérper heilBt
// Kérper der rellen Zahlen R

//81.3.1 (501)Vor.:K angeordnet TcK, T#o©, seK//
// 1.)§ = supT: & a)§ 1ist obere Schranke von T und//
// p)V e0 ist § - keine obere Schranke von T //
// e V teT: t<§ und V &0 F t.€T mit t.>§ -¢ //
Bew: (falsche)Ann. 3 a€R: n<a V neN = a€eR ist obere Schranke fir N.
D1.3.2: 3 sup N=5 €R.
S1.3.1 f) & kann auch 1 sein: e¢=1 = 3 neN: >5-1< = §5<n+leN =

&

wis

Widerspruch zur Def von §

Bem:1.) Ve>0 d neN mit 1/n<e(Prinzip des Eudoxos) &
Archimedisches Prinzip
2.)Fur a€R gilt a=0 & |a|<1l/n V neN
(vgl S1.2.1 (408))
a=0 © |al<e V g€EK mit &>0
3.)V a,b>0 3 neN: na>b
Bew:Aus na<b folgt n<b/a, was nicht V ne€N gelten kann.
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S1.5.5(708) Wohlordnungssatz
Vor:McN und M#® Beh: 3 minM

//D0.1.5 (5) M,cM,, Adf::%b\MlKOmplement M, in M,, McN, M=N\M //
//81.5.2 (702) Rechenregeln in N: Vm,n€ N gilt//
//1.)n=1 (also 1=minN)
//6.)m>n = m=>n+1 = ﬁ natiirliche Zahl zwischen n und n+1//
//  (n#m = |n-m|=1)//
Bew:Annahme ﬁ min M (Untersuchung ob fiur McN Vor M#©® erfullt?
Falls M=©, ist Annahme falsch
T~ d.h. es existiert doch Min).
Sei M°:={n€N| n<m V meM| = M°cN. -
Ist M° induktiv? (dann bleibt\fur M ,nichts ubrig")
1.) 1 < n V neN = 1<m V meMc N =
mﬁzm
e 3 m=1eM = 1 = min M= Widerspruch zu 3 kein min M =
$1.521) \ i
e 4 1<m V meM = 1eM° ,
= M°={1 }U[n€N| 1< n<m V meM| = M°cN
2.)Sei neEM® = n<m V meM = nﬁlﬁm V meM,
$1.5.26)
e m =n+l = n+l=min M = Widéfspruch zu ﬁ/min M

-

eM
e ntl<m VY meEM = n+lem .
o DefT |
1.) und 2.) = M° ist induktiv \
N kleinste induktive Menge NcM® A M°cN = N=M° = M=MNN=MNM° = %)

\, Deﬁni;on M€
= M=Q Widerspruch zu M#Q =>/3 min M ist falsch = 3 min M richtig
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Al.5.6
a)Durch das Rekursionsschema

ap:=-2, a;:=1, amn:=1/2(ay,ta,1), n€EN, wird genau eine Folge (a.) 7_,
festgelegt. Man gebe eine explizite Darstellung fir diese Folge.

Anleitung:Man berechne a, fir n=2,3,4,5 und beweise sodann die sich
ergebende Vermutung.

//81.5.3 (703)Prinzip der vollstdndigen Induktion 2. Fassung
// Vor:Aus ,Aq i1st wahr“ V mé&N mit 1<m<n folgt stets ,A;., ist wahr“//
// Beh:A, 1ist wahr V nen//

Los:a,=1/2(1+(-2)=-1/2 as=1/4 a,=-1/8 as=1/16.. Vermutung:
_ !

Beh:an-————n_—l——=(—1/2)“‘1 V neN,.
) (_ l)n- 1
Bew mit Indsatz 2. Fassung A(n): an= ———— V neN,.
207
Bew: IAnf A :n=0:a,=(-1/2)%'=-2 = A, wahr
[
51.5.3
IS : Zu zeigen V neNy gilt (AL, V mé&N; mit 0<m<n =
A(1'1Jr1)) .
Sei neN, fest aber bliebig
(Z.z. 1st: AwwﬁsnnSn = AM+H)
[
Ind Hyp Ind Beh

1.Fall:apn=agm=a;=1=(-1/2)°
ani=ain=a,=1/2 (ait+ag)=1/2 (1+-2)=-1/2=(-1/2) "= (-1/2)
d.h. Awp) = A=A N Aq)= Aqa)=Ag
2.Fall:n>1 IndHyp:a,=(-1/2)™! fir alle m: 0<m<n,
IndBeh tap=(-1/2) ®D-l=(-1/2)"
ann=1/2(aptas,1) = 1/2((-1/2)""+(-1/2) " P )=

—

IndHyp
L((=1/2)™ (1+(-12)") =
\_:ﬁTET_J
(-1) (1/2) (-1/2) "*=(-1/2) (-1/2)""'=(-1/2)"
//81.5.3 (703)Prinzip der vollstdndigen Induktion 2. Fassung//
//Vor: Aus , A, ist wahr“ V meN mit 1<m<n folgt stets ,A,., ist wahr“//
// so gilt: Beh:A,, ist wahr V neN//
Es wurde also flur beliebiges aber festes neN, gezeigt
A, V meENy mit 0<m<n = AL,
also nach Teil 2) in S1.5.3 V neN; gilt
(A, mENy, 0<m<n = A.,).
Die Vor nach S1.5.3 ist also erfiillt mit IndAnf n=0.
Damit: A, ist wahr V neN, (Teil 1 und 2))

b)Die Folge (an):;) sei folgendermalen rekursiv definiert:
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ao:=3, amm:=1/2(a,+5/a,), n=0.
e Zeige: 5 <a,.<a, V neN,.
ee Ist /5 das Infimum der Wertemenge der Folge (a,)?
Bem:Diese Def ist sinnvoll, da a,>0 d.h. auch a,#0 V neN,.
Bew durch Induktion
n=0:a,=3>0, n—n+l:a,,=1/2(a, +5/a, )>0

[——; —
>0 >0

//A1.2.10c)408)a,beK angeordnet. c)a’<b’ gilt genau dann, wenn |al|<|bl|//
//81.3.1 (501)Vor.: K angeordnet TcK, T#0, seK//
// l1.)s=1inf T:< «a)s 1st untere Schranke von T und //

// B) V e0 ist s +& keine untere Schranke von T //
// e V ter: t=s und V e0 F t.€T mit t.<s +&//
Los:e Zuerst eo./5<a,, dann ee a, .<a,
e 5<a’ (damit V5 <a,, denn (V5 )’=5<a’ = V5|  <la.l=a,>0)
A1.2.10 =5\ stets=0

Bew: Durch Induktion nach n.
Ianf : n=0:5<a,’=3%=9 und
a1—1/2(ao+5/a0)=l/2(3+5/3)=7/3 < 9/3=3=a,
IS n -) n+1: an+1 —5=[1/2(an+5/an)]2—5=l/4(a,21 +10+(5/a,)?-20)=

n>0

2
2
a. - >

2a,
(da nach IHyp a.,’-5#0 wegen a,’>5)

1/4(a -10+(5/a,) %) =[1/2(a.-5/a.) 1%=

>0 = a.i’>5,

ee o ..<a, V neN,

2
a—>5
Bew:a,~ann=a,~1/2 (a,+5/an) =a,-1/2a,-5/2a,=1/2a,-5/2a,= ga >0

n

(nach IHyp da aﬁ -5#0 wegen IHyp a,’>5) also a,>a.,:V neN,

ee Nach obigem ist die Menge {a,:n€ Ny} nach unten durch

V5 beschrankt = 3 a:=infla,, n€EN,] existent in R und o> V5

()

Vollstindigkeitsax.
Beh:a= V5 =infla,, neN,).
//A1.2.10c) 408)a,beK angeordnet. c)a’<b’ gilt genau dann, wenn |al<|bl|//

— — 2
Bew:Annahme:0#+v5, d.h. a>+57? =  a*>5 zgn—anﬂzan -5 >
Al2.10c _— — 2a, azavn
a’=5 /////
=2 —:t V. neNj, wobei £>0 (da a’>5).

a,<a,=3Vn

Qp =y g 28 = = d, ) Ze=d, = 4, <0q ~¢

0
//  8S1.3.1( O \i/ .:Sei K angeordnet und\ifCK, T#0, seK
//Beh:1.) s= ’T < a) s 1st untere Schranke von T und
// B)V e>0 ist s +¢ kelne\ untere Schranke von T
// | < V teT: t=s und é‘£>03t€T mit t.<s +¢

Zu diesem 4>O 3t, €{a.:neN,}] mit t<oc+§\ da o Infimum,
[
S1.3.1 1)

: \
d.h. 3 neeNy: a, <ote, d.h. a, -e<a = Ay a1, < G <O = @ /5 <a,

\@ < a,, <o..Widerspruch zu o> Jg untere Schranke wvon {an,HENO}:
0

a=./5
* o /5<a,,
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D1.5.2 (711)
In einem Kérper K seien Elemente a,a;,as, ....a,€K fir ein ne€ N eindeutig

gegeben. Dann definieren wir

0

Z a,=0
v=1

n 1

(.) Die Summe 2: ay durch 2:(%::a1
v=1 v=1

m+1 m

Z aV:=am+1+Z a, l<m=<n-1
v=1

v=1

Bem:Die Assoziativgesetze besagen: Klammern sind nicht
notig

Andere Formulierung:
0, falls n<m
n
Z - a,, falls n=m

n—1
Y. a,+a,, falls m+1<n

k=m

k=m

n
(..) Das Produkt :[Iaj durch { ., (
j=1 —
a;:=

—.
1l
—_

Andere Formulierung:
1, falls n<m

ﬁ P a,,, falls n=m
k=m k n—1
H agxa,, falls m+1=n
k=m
n
(Motivation log(as*ami™....%a,) = 2: log ay)
k=m
(...)Die Potenzen a" durch a"=a*a™'.

Fir die Potenzen gelten die Ublichen Rechenregeln.

Bew durch Induktion

n-faches von a :n*a, 1 *a:=a, (m+l)a:=a+ma,l<m<n-1, 0 *a=0€K
er R

nte Potenz wvon a:a®, a':=a, a™!'= a*a®, 1l<m=<n-1,

neutrales Element a€K—a’=1€K (auch fiir a=0€K)

//D1.1.7(306) Vor: K#®@ und 2 Verkniipfungen

// ®: KxkK-K und @: KxK-K

// (K,®,®): ist ein Kdrper

// =

// K4®) a®b = bwa €K V a,beK

// (K1®) Assoziativgesetz fiir &: a® (b&c)=(a®b) &c V a,b,cek

Bem:1.)obige Summen und Produkte sind V neN eindeutig (rekursiv) definiert
2.)Aus (K4®), (K®l) folgt mit Induktion, dass n-fache Summen und
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Produkte unabhangig von der Klammersetzung sind

n n
Z ay=a;tat+....ta,, I I Ayv= A17d2 e e e s Apne.
=1 v=
m mal
—_—
axaxa*...xa _
#3.) m>»p: ——m———— =a"7",
axax*....*xa
| —
nmal
# m=n: a""=a""=3%=1,
1 a’
# m=1l: 1 = = =30 =g
o axax....oka  axax....xa
a ~—
n n
m mal
—
n—m —(m—n) 0
" < axax...xa  _ 1 _ 1 _(1 _ 1 _ a _ 40 () —
axaxa*....xa a*xax*....xa g nm a a axax....xa
Z - . .
n n—m n—m
<0
# =a"™ " usw Grundlagen Algebra
Andere Formulierungen:
Sind n reelle oder komplexe Zahlen a,,... a, gegeben, so bezeichnet im

Folgenden Y. a; immer die Summe und [] a; ihr Produkt. SinngemaR schreiben
j=1 j=1
wir Summen und Produkte von Zahlen, deren Nummerierung nicht bei 1,

sondern bei 0 beginnt. Falls n<0 ist, soll immer . a;=0 und ][] a;=1
j=1 j=1

gelten.

Man sagt: Eine leere Summe ist gleich 0, ein leeres Produkt gleich 1.

Allgemeiner: Ist J eine endliche Indexmenge und ist f:J—-K,

J f(j)=f;, eine beliebige Abb, so schreiben wir Y f; fiir die Summe der
jel

Zahlen f; (und analog fur das Produkt). Wegen der %ommutativitat der

Addition ist es dabei unerheblich, in welcher Reihenfolge wir die Zahlen

addieren.

Ist etwa J={1,...,n}x{1l,...,m}, so ist Jj€J ein Zahlenpaar (i, k) und wir

schreiben f;; statt f(y .Die Summe dieser Zahlen ist dann eine sogenannte

Doppelsumme und wegen des Kommutativ- und Assoziativgesetzes gilt

n m

z fikzz (Z fiy)= z (z fix)
k=1 j=1

(i k)es i=1 k=1

Entsprechendes gilt auch fir Produkte.

Bem: ay, (m<v<n;, my<v<n,) m=m,=1 n;,n,€N.

1 1 my ny )

a1l @12 e a, z Aw=: by, z b,= Ay -
V)
v=m p=m, v=m, v=m, p=m,
;) ny

ao v e aznz = Avu

p=m, v=m,
an 1 . an n
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ail
v=l p=1 pu=1 v=p
as Aoz 1<v<n
asi aso as3z 1SMSV
anl an2 an3 AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA ann
Al.5.7
2n—1 1 1
a)an,:= 2: — ,neN Zeige a,= —.
k=n k 2
LOs: apa<an, %<an<l V n>2,
2n—1 2(n+1)-1
1 1
N M Y
k=n k=n+1
1 1 1 1 1 1 1
=( =+ — ..+ )= (— + —— +..+
n n+1 2n—1 n+1 n+2 2n—1 2n+1
1 1  2n+1-1 2 S0 > 454
n 2n+l  n(2n+1) (2n+1) e
2n—1
1 1 1 1 (2n—1)-n _ n—-1 _n
Fii >2: o= === 4 — < < <-=1
uEn & 25 k n n+1 2n—1 n n n

k=n

(man braucht 2 Summanden,

fir n=1: a,=1<1,
2n—1

1 1 1

a“z_gnk 2

, 1
daher n>=2, groRter Summand 1st;;)

. _n 1 _2n—(2n-1)
ns2 2n—1 2 4n-2
gilt auch fir n=1,

_ 1
4n—2
dann >—>

>0
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b) Vorbemerkung zur Induktion. Induktion kann bei n,€Z beginnen (vgl Bem
nach S1.5.3)

n(n+1)
2

n
Beweise: 25 v = V neN,
v=l

//81.5.1 (701)vollstandigen Ind//
//Vor. V n€N sei A, eine von n abhdngige Aussage gegeben und es

// gelte 1.)"“A,, ist wahr"“ (Induktionsanfang) und//
// 2.) V neEN (beliebige n€N) folgt aus ”/kwwtmmhr“auch//
IndHyp
// ,,AM+”EIWGM”“ so gilt: A, ist wahr Vnen//
IndAussage
// V' nen gilt (A, = Ay,  ist wahr//

— [ —
Induktionshypothese  Induktionsbehauptung

Induktionsschlussn=n+1

//Beh: A, 1ist wahr V nen//

//81.5.3 (703)Prinzip der vollstdndigen Induktion 2. Fassung//
//Vor: Aus ,Aq ist wahr“ V meN mit 1<m<n folgt stets ,Am. 1st//
//wahr“, so gilt: Beh:A, 1ist wahr V neN//

//Bem:Induktion kann auch bei noEN beginnen B, :=A(n +n-1//

Bew:Induktion nach n€N,. Induktion kann bei jedem Element von

Z anfangen ( mit A(n>=“2§ yo o+ D“)

v=l 2
0
IAnf n=0 : v = o=@ wahr, d.h. A, wahr
v=l pis.2
n n+1
IS n—-n+l(n=0):Z2.z. Z\/:M = Zv:(n+1)((n+1)+1) ist wahr
v=1 2 v=1 2
A(n) Indhyp A(n+1) Indbeh
“ nin+1
Eg- = (n+tl)+ v =(n+1)+—izr—z=(n+l)(1+n/2)=
YV D152 c
=1 IndHyp:n(nTm
£Eil§£igl, damit ergibt sich die Beh aus S1.5.1

(vollstandige Induktion) mit Induktionsanfang
n=0 anstelle von n=1

6
Bew:Induktion nach née&N,

C)EE V%:n(n+1ﬂ2n+1) ¥ neN,
v=1
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0 0-(0+1)(2:0+1)

— . 2 e _
n=0 Z Vi = 0= 5 wahr

v=l D1.5.2

n+l n
noon+l: 3 vEo= (ntl) D ov: = (n+l)H n(n+1)(2n+1) _
n>0 D15.2 v=1 n dHyp 6

2n+1 6n + 1) + n@n + 1 2
(n+1)( n+l+ ( n ) (n+l) n ) 6n(n )z(n+l)2n +7n+6=

(n+1)(n+2)(2n+3):(n+1)((n+1)+l)(2(n+1)+1)
6 6

II (1+1/k)=n+1

n

Bew:Thyp : || (1+1/k)=n+1

k=1
1

n=1 :[] (1+1/x)=1+1/1
k=1

=

nPn+l: (1+1/k)=n+1 V neN. Dann gilt
k=1
n+1 n 1 n+2
(1+1/k)= H (1+1/k) (1+ — ) = (n+l) — =n+2=(n+1)+1
IHyp
n n
e) Il (1+x0)=1+> x, fir x,,...,x.>0.
k=1 k=1
Wenn Xi, ...,%X.=X: (1l+x)">1+nx, siehe auch weiter unten S1.5.6 mit x=-1
1
Bew:n=1 :H (1+xn)=1+x1:l+z Xy
k=1 k=1
n+1 n n
n—-n+1l: (L+x) = [ (1+x0) (14x0) = }: (1+Xn) =
kzl k 1 :
n+1
1+Z Xt X, +xn+12xk >1+ Z Xy o
k=1 —— k=1
>0 %_/

<0

x2+y2—2xy+2xy _ (x—y)2+2xy - 2 xy _5
Xy Xy Xy
714
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Bew durch Induktion nach n

1 LI a
n=1 doar)y, —=-1t=1?
k=1 j=1 4; q
n+1 n+1 1 n n 1 1
n—n+l:Fur neN gelte Z ap* —=((z ax) tani1) ) ((Z —)t—)=
k=1 =1 4; k=1 j=1 4; a1
n n n n
1 1 1
Z akz — +an — +t — axtans >
k=1 j=1 4, j=1 4 Gy k= n+1
o a a : +
n’+ (2t L y+1=n%+( ). n)+1=n’+ ( )+1Zn2+2n+1=(n+1)2.
i=1 a]' 41 j=1 2
n 2
nin+1
k=1 2
n 2
1(1+1
Bew:n=1: 2: k3=1= ( )
k=1 2
n+1 2 2
n(n+1
non+l: ). k’= nln+1) +(n+1)°=(n+1) 2 (X +(n+1)) =
=1 2 4
2 2 2
+ +2 n+l)(n+1+1
(n+1)2(n_ 4n4):(n+1)2((n ) ): ( )( )
4 4 2
n n n
Al.5.8 Beweise:l]i A= a5k
j=1 k=1 k=1 j=k
Bew:1. Moglichkeit:
K=: 1 2 3 .. n
j=1l: apg—F+— 17—
j:2: aﬂ aéz
J=3: as; ai; as
j=n: ap; anp, a Srn
n j n
H a4x= 3312852853 as;5= (an) (azaz) (an1 8nn) =
j=1 k=1 j=1
=(a; a, 1 )@, , an, o) (a
ik ik ik ik
n
= H A1xdok e « « Ank
j=k
n n n
=H AxkAk+1k « » -ank=H H A4k
k=1 k=1 j=k
Al1.5.9 Es seien xi,...,%€R mit x,=0 V v=1,...,n.

n

n
Beweise: [] (1+x) =1+ ) x..

v=1 v=1
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n n+1 n+1
pew: [T (140 (14,0 2 (14 3 ) (o) 714 B 5wy 2%, 214 2 %
20 : 'h/—’
=0

Durch vollstéandige Induktion'

1
n=1 IT (1+x) 1+x1>1+z x=1+x
v=1 v=1
+1 n n
n— n+l: H (14%y) = (1+X,01) H (14+x) = (14%00) (1+ ), %=

v=1 =1 v=1
n+1

1+ Z XytXpmt X +1Zx >l+z Xy=>

—— y=1
>0 ——

>0
A(n) ist wahr

Al1.5.10 Es seien ai,...,an,bi,...,00n€C, und es sei Anrzgg'ak.

0 o0
Zeige: Z axbor=A b1~ Z Ay (byi1=Dby)
k=1 k=1
Bew:Induktion nach n

0

n k
oder Z Ay (byi1—by) Z z v (bri1—by) =

k=1 k=1
Z Ay Z (bk+1_bk) =
v=1 k=0

Teleskopsumme
oder rechte Seite:

n
a (bn+1_bv) =bn+1An_ Z avbv-

n
=1 v=1

v

2 0 n
Abpa= 2, Ac(bei=b) = bua X, av- D, (b, —b) > a, =
k=1 k=1 k=1 v=1
1<v<k<n
E: E: 2: (byxi1—byx) = 2: ay (b + E: (Dy1=by) ) =

k=0

n
D ay (b tby=by) = Z a, by:linke Seite
v=1 v=1

S1.5.6(717)Unleichung von Bernoulli
Vor:x€R, x=-1, neN
Beh: (1+x)® =1+nx, (1+0)® =14n*0x, (1+x)° =140*x, (1+x)! =1+1*x,
Gleichheit gilt genau dann, wenn x=0 oder n=0 oder n=1
Bew: A, c(1+x)" = 1+nx
A, s (l+x)t = 1+1°x

non+l: (14x)" > 1+nx = (1+x)" = (1+x)"(1+x) > (1+nx) (1+x)=
>1+nx >0

1+nx+x+nx?=1+ (n+1) x+ nx? =1+ (n+1) x
——
n=0

Bem:1.)n=0 (l+x)%=1 > 1+40'x

2.)Fir x=-1, n=2, x#0 = (1l+x)" >1+nx anstelle von =
.Induktionsanfang n=2

#81.5.7(715) Vor: x,yER, x,y>0, neEN. Beh: x<y & x"'<y”
#//D1.2.1 (400) (K,+,*) angeordnet (03) a<b und 0<c = a*c < b*c //

# Bew:n=2 : x<y © x*x < X*y < yry & x*<y?

D1.2.1(03) D1.2.1(03)
# IH n : x<y & x<y”
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# n+1 : X<y = XH*X < yn*x < yn*yc> Xn+1<yn+1

H{DlEJ(oa H{Dlzj(oa
1 1
Al.5.11 Beweise V n€N mit n>2 die Ungleichung 1+—<(1+— 1)?
n n’ -
1 1 2 1
Bew: (1+ 5 yroo = 1+ n >1+—, ; >1+ —
n“—1 - n—1 n n—1 n
Bernoulli —_—
>1
Al.5.12

Vorbemerkung zur Induktion. Induktion kann bei n,€Z beginnen (vgl Bem nach
S1.5.3). Beweise:

a)n?<2™ V neNy\{3}

//A1.2.9 (408)a)aus a<b und b=<c folgt a<c//
//81.5.6(718) Vor:x€R, x=-1, neNBeh: (1+x)® >1+nx
Bew:n=0: 0°=0<1=2°, n=1:1°=1<2=2', n=2: 2°<2? , n=3:3°<2°
n’<2® V neN, n>4 wird unten durch Induktion nach n noch
bewiesen. Dazu bendtigt man Lemma:
2n+1<2® V neN, n=3 Induktion nach n

n=3 i 2:3+1=7<8=2°% wahr
n —-n+l: 2(n+l)+1=(2n+l1)+2 < 2°4 2 <2"42"= 2-2°=2""
n;3 Ind?lyp :2"
Also: 2(n+l1)+1<2*!'(mit Al1l.2.9 a)
Bem: 2<2°=(141)" > 1+n>2 V neN
Berno;ﬁi Ungl
Noch z.z.:n’°<2" V neN,n>4...Induktion nach n
n=4 : 4°=16<16=2* wahr
n —n+l:(n+l)?=n* +2n+1 < 20+ 2n+1
- — —-—; [ —
nx4 <2" IndHyp Abschiitzung <2"siehe oben da n>3

<2"42°=2"*1 = (n+1)?2<2n*?
Bem: Genauer gilt n?<2" V neN,, n>5 oder n€{0,1}
n’=2" fir ne{2,4}
n?>2" fir n=3

2n ( 4\v+1 2n
b) Z¢= S L1 v oen,.
v=1 v=n+1

Voriberlegung, Bsp
v lauft links von 1 bis 2n, rechts von 1! bis 2n

n=0: 0=0

c. 1 _1 1 11 _ 1. 1.1 1.1
n=5: 1 2+3 +...+9 10 1+2+3+4+...+9+10
e, L _ 1 1 1 _ 1 _ i, 1.1 1.1
n=o: 1 2+3 +..+ 11 B 1+2+3+4+...+ 11+12
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0
Zav'zo
v=1
n 1
//D1.5.2 (709) D, ay:= Y a,:=a, //
v=1 v=1
m+1 m
Z a, =am+1+z a,l<=m=n-—1
v=1 v=1
Bew:Induktion nach n
2:0 v+l 0 20
-1
n=0 ZQ = 0 = le 1 wahr
v=1 v pls2  pizo v=LV  v=0+1V
gerade ungerade
— —
2(n+1)=2n+2 v+1 2n v+l (2n+1)+1 (2n+2)+1
-1 -1 -1 -1
s S () Y (-1
) v — -V 2n+1 2n+2
v 2xD1.5.2 Y ,
v=1..2n v=2n+1 v=2n+2
2n 2n+1
— Zl+l Pt S zl+—1—l-—1=
i v V| 2n+l 2n+2 | &V n+l 2 n+l
2n+1 D S S
=Y 1 2 n+l  2n+2
v:n+1v
2n+2 2(n+1)
Z 1/v= Z 1/v
v=n+2 v:(n+1)+1

£ (=1)%= [ 1,fallsk gerade

Bew. d h Ind h k
—1, falls kungerade (Bew Hre na nec )

ZZn 1 2§1
( 1/v+ = 1/v)
v=n+1 2n+1 v=n+1l
nz
Al.5.13 M=2—HIH€N]

M={1/2; 1; 9/8; 1; 0,78125; 0,5625,..}..Vermutung:
Beh:inf M=0, min M existiert nicht ,sup M=max M=9/8

//Al1.5.12 (715) a)n’<2" V néeN,\/3/
//81.3.1 (501)Vor.:K angeordnet TcK, T#o, seK

// 1.)§ = supT: <& a)§ 1ist obere Schranke von T und
// p) V e0 ist § -¢& keine obere Schranke von T
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// e V teT: t<35 und V &0 F t.€T mit t.>§ -¢
// s = 1inf T:e a)s 1st untere Schranke von T und //
// p)V e0 ist s +& keine untere Schranke von T//
// e V teT: t=s und V &0 F t.€T mit t.<s +&//
// 2.)d maxT < T supTeK und supTE€T: maxT=supT//
// F minT & T infTeK und IinfTET: minT=infT//

2 2
Bew: (.) — <1 V neN\[3} nach A1.5.12 a), fur n=3: L1 =9/8 =

2" 2" 1<9/8

n’

2
n

- <9/8 V neN und 9/8eM

Def max

= max M=9/8 = sup M=9/8.

S1.3.

[

2)

(..)=—>0 V neN = 0 ist untere Schranke von M

21’1

Noch z.z.* V e>0 3 méEM mit m<O+e.

—

Dann folgt aus S1.3.1 2.)

S1.3.12.) -
inf M=0 = /@Ln,M’ékistlert nicht
__—0¢M

Bew® Sei £>0 bel aber fest.
N unbeschrankt = 3 n

o E€N:ng>1/¢e bzw. 1/ne<e.

—

engyle)
O0.B.d.A. ny=10
2 2
N np, 1
Setze m=— = m€M und mi < — =—<E.
2”0 - n3 n,
4«——"—"""" _Z-ﬁ“>n3 0

Einschub:Beh 2°>n® V neN,n>10.

n=10:
= n+l: (n+l)3*=n+3n%+3n+1

n

n

n
n

(o)

n>10

ach n

=10:

219=1024>1000=10°

<

(]

IndHyp
///// 2n+1

Nebenrechnung43ﬁ%¥§ﬂ;1<2“ V neN, n>10

(stimmt auch fir n=8 und n=9) B

Bew Induktion nach n

2+ (3n243n+1) <2r+27=
ooy
_ —<2".dan=10

—

—

3-10%+3°10+1=331<1024=21°
n+t+l:3(n+1)%+3 (n+l)+1=(3n%+6n+3)+ (3n+3)+1=

(3n?+3n+1)+ (6n+6) <

-

IndHyp

Beh:6 (n+1)<2® ¥V neN,n=>10
n=10: 66<1000
n+l:6(n+2)=6(n+l)+6 < 2%+ 6 <2"42°=27%

n

719
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IndHyp

ew durch Induktion

6(n+1) <2r+2r=2m4
<2"(Induktion)

<n



	Natürliche Zahlen: 1,2:=1+1,, 3:=2+1 usw
	# Nur für diesen Abschnitt:
	# T sei eine Menge,|T|:=Zahl der Elemente in T
	# Bsp: N  ||=|{1,2,…,p}|<|{1,2,….p, p+1, ...}|=|N|
	# i ist hier kein Zählindex, sondern signalisiert induktive Menge
	
	
	Annahme: I=(Ti)(P(R)): ||<|N|  iN
	NTi=((Ti)i)i  iN ˄ Ni  i= N 
	Annahme:  iN falsch
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