1.4(600) Funktionenrdume, gerade/ungerade

D1.

Funktionen, monotone Funktionen

4.1(600) Funktionenradume

Sei D#©®. Fur Abbildungen f,g:D—K seien f+g, fx%g:D— K definiert durch

D1.

Al.

Al.

Al.

Al.

o ven. [(Fra)x)=f(x)+g(x)

(fxg)(x)=f(x)*g(x)
Es liegt nahe, eine Zahl a mit der konstanten Funktion f (x)=a
V x€D zu identifizieren, so dabk auch axkg definiert ist. Damit
wird die Menge aller Funktionen von D nach K ein Vektorraum iiber
K. Ein beliebiger Teilraum dieses Vektorraums heift dann ein
Funktionenraum auf D.
Ein f:D— K heiBt gerade bzw ungerade, falls
DcK ist mit x€D = -x€D und falls
f(x)=f(-x) bzw f(x)=-f(-x) V x€D gilt.
Fir £:D—o K sei |f]|:D>» R definiert durch |f] (x)=]f(x)| V x€D. Wir
nennen f beschrankt, falls ein KER, existiert mit |f(x)|<K V x€D.

4.2(600) Fir £:D— R seien |f|, f', f definiert als

£l (x)=]1£f(x)], £ (x)=max{f(x),0}, f (x)=max{-f(x),0} V x€D.

Fir f,g:D— R schreiben wir fx<g falls f(x)=<g(x) V x€D gilt. Wir
nennen f nach oben beschridnkt, falls ein KER existiert, sodass
f(x)<K V x€D. Analog heiBt f nach unten beschrankt, falls -f nach
oben beschrankt ist. Falls beides gilt, ist f offenbar beschrankt
im oben definierten Sinn.

Folgendes erst nach D1.3.1 lesen, siehe Hinweis dort.

Wir schreiben auch sup.epf (x) statt sup f£(D), und entsprechend
infiepf (X), max yepf (x), min ,epf (x), falls letztere existieren.

4.1 Zeige fir ein f:D— R die Gleichungen |f|=f'+f", f=f'-f".

4.2 Sei Dc R, und sei -D={-x:x€D}, sowie A=DN(-D) (also
moglicherweise die leere Menge). Sei f:D—- R so, dass

f(x)=f(-x) V x€A.

Zeige: Dann gibt es eine gerade Funktion g:DU(-D)— R, welche auf
D mit f Ubereinstimmt (dieses g heilt gerade Fortsetzung von f).
Wann gibt es genau eine ungerade Fortsetzung von f? Finde heraus,
wann die gerade (ungerade) Fortsetzung von f gleich f ist.

4.3 Zeige:Die Summe zweier gerader (ungerader) Funktionen ist
wieder gerade (ungerade); das Produkt zweier gerader Funktionen aber
auch zweier ungerader Funktionen ist gerade, das Produkt aus einer
geraden und einer ungeraden Funktion Funktion ist ungerade.

4.4 Untersuche, ob folgende Funktionen gerade, ungerade, nach
oben bzw nach unten beschrdnkt sind. Bestimme jeweils |f|,f*, f-.

a)f:R-R, f(x)=x°*-2
Los:gerade: f(-x)=(-x)?-2=x’-2=f(x) und x€R, -xeR.

Nach oben unbeschrankt:V xeR 3 x€R, £ (x)>K?
Wahle x=vK+3 . 0.B.d.A. K>0 = f (x)=K+3-2=K+1>K
Nach unten beschrankt:x?’=0 = x?-2>-2

_ x2—2,xs—J§oda‘x2+¢§
2——x2,sonst
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£ (x) = x2—2,xs—\ﬁoder x>42 ) f_(X):[O,xs—\/ioder x>/2

0, sonst 2——x2,sonst

b) f: R>R, f(x)=x’-x: R-R.
3
Los:ungerade, unbeschréankt, |f|(x):=[x_X’_lsf;SOOderXZl
X—X, sonst
D1.4.3(601) Monotone Funktionen
Sei DcR und f:D— R. Die Funktion f heiBt (auf D) monoton
Wachsend Va (fallend \ ), falls x,y€D, x<y =
f(x)=f(y), (£(x)=f(y).
Falls sogar immer f (x)<f(y), (£(x)>f(y)) gilt, heiBlt f streng
monoton wachsendT(bzw. fallend l). Beachte, dass streng
monotone Funktionen immer injektiv sind.

Al.4.5 Zeige , dab f genau dann (streng) monoton wachst,
wenn —-f (streng) monoton fallt.

Al.4.6 Zeige: Ist f(x)>0 fir alle x€D, so ist f genau dann
(streng) monoton wachsend, wenn 1/f (streng) monoton fallt.

Al.4.7 Zeige, dass V n€N die Funktion f (x)=x™ auf dem
Intervall (0,o) streng monoton fallt

Al.4.8 Untersuche die Monotonie von f (x)=x", flir eine
beliebige Zahl m, auf dem Intervall (-o,0) bzw auf R.
Los:1.Fall:meN, f(x)=x", Tauf [0,o) d.h. 0<x<y = (*) x"<y".
Falls m gerade (m=2k, keN):
(x)mzxmc/daﬁn gilt fiur x<y<0 = -x>-y>0 = (-x)™>(-y)" =
-7 (%)
>@>yﬁalso f(x)=x" dauf (-o,0] und 1T auf [0, o)
Falls m ungerade (m=2k-1, keN):
(=x)"=-x", x<y<0 = -x>-y>0 = (-x)™>(-y)" = -x™>-y" =
(%)
x"<y", f(x)=x", “Pauf (-o,0), also,auf R.
2.Fall:m=0, f(x)=x"=1, konst Funktion\tlggLﬁ,nicht streng

monoton
3.Fall:m<0, f(x)=x"=(1/x)", n=-meN.
f(x) fiur x=0 nicht definiert, nur fir (-o,0).
Sei x<y<0 = 0>1/x>1/y = (1/x)°<(1/y)" falls n gerade,

1.Fall
(1/x)™>(1/y)" falls n ungerade =

x"<y™fallsmgerade(m=2k,k€Z ,k+0)
x> y"falls mungerade

f(x)=x", m<0 auf (-»,0) * falls m gerade,
v falls m ungerade
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//81.3.1 (501)Vor.:K angeordnet TCK, T#©@, SEK//
//  2.)3 maxT < 3 supTEK und supTET: maxT=supT//

// d minT < H infTEK und infTET: minT=infT// =
$1.3.12)
Al.4.9 M= x+%¢xER,1Q<xs2 3 4
Max, sup,min inf? 5/2
Beh:min M=inf M = 2, sup M=max M=5/2 2 \\
$1.3.1
Bew:M=[2,5/2]=[yER:2<y<5/2}.
Hieraus sofort die Beh, denn 1T
min M=2 (folgt aus Def von min, | .
dh 2<y Y yeM und 2€M. w1 2

m?x M=5/2 (folgt aus Def von max, da y<5/2 V y€M und 5/2€M) =
$1.3.12)
ink M=2, sup M=5/2.
(] $ew zu M=[2,5/2], Betrachte f(x)=x+1/x, x>0.
Genitigt Zu zeigen f((1/2, 2])=[2,5/2]...Methode: “c, und ,>,
[ ] zuvc,,
Wir zeigen(.)f(x)<f(x,) V x,,x,E[1,o] mit x,<x,
/f ist streng monoton wachsend auf [1,+ ©))
(o) E(x)>F (%) Vo xy,%€(1/2, 1] mit x:<x,
/ / (f ist streng monoton fallend auf (1/2,11])
Aus (.),4.4) folgt
£((1/2,7) ¢[2, 5/2], denn sei
X€(1/2,2] jbel. = x€(1/2, 1] oder x€[1,2].
l.F%&l/xE(l/Z,l]: 2=f(l)fj:fbd i £f(1/2)=5/2
;) (..) (..
2.Fald:xel1,2]: 2=£(1)
,

() )
/ / 1
Bew 20 (L) £ (x2) ~f (%) =xo-%:+1/ %71/ x0= (x,=x,) [1- >0

— X1Xo
// >0 —_
/ >1-Ls=1-1=0
/ X
4 1
Bt zu (..) f(x) ~f (x1)=(x,—x;) |1- <0, denn 1- <1- = =0
[ — X1X2 X1X2 XZ
>0 | ———1

¢e ’u .o,
1 .
*f(x)=y & y=x+— & x*+1l=xy & x’-xy+1=0 © x=x; oder x=x, mit
X

%1 ,=1/2 (y+Vy—4 ). sei ye[2, 5/2].

( Def x:=l/2(y+¢y2—4 ) = x€R und f(x)=y (siehe*)

> % y>1/2¢ 2=1.

Noch z.z XE(l;é, ZL

Annahme: x>2 |§> y=f (x) ( £(2)=5/2 Widerspruch also x<2 =
A5 0
x€(1/2, 2].
{ Def x:=1/2 (W y?—4) = x€R und *f(x)=y
y=2 = x=1/2(2-{4-4)=1, y=5/2 = x=1/2(5/2-(5/2)—4 )=1/2
(..)V 1/2<x<1:5/2<y<2 sonst .) ,ausfiihrlicher Beweis zunachst
verschoben, da wohl nicht weéiter schwer.???

Al.4.10 [0,1]—[0,1]1, Surjektiv oder injektiv?
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a) xpx¥, keN beliebig
Los: Seien x,ye[0,1], y>x (d.h. y>0) =
y>x = y>yx = y>xt =2 yyxt =2 y>x’..usw 2 y>xk ¥V keN.

y>0 y>x y>0 y>Xx Induktion
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