1.2(400) Die Anordnungsaxiome
Axiomatische Beschreibung einer linearen Anordnung aller Elemente
eines Korpers

D1.2.1(400) Ein Koérper (K,+,*) heiRt angeordnet: < Auf K existiert eine
Anordnungsrelation R:=<(,kleiner"“), die folgende Eigenschaften
(Anordnungsaxiome) erfillt:

(01)V a,beK gilt genau eine der folgenden Eigenschaften:
a<b oder b<a oder a=b (Trichotonie)
V a,beK ((a,b))€E< oder (b,a)E< oder a=b)
(02)Aus a<b und b<c = a<c (Transitivitat) V a,b,ceK
(a,b)e< und (b,c)e< = (a,c)e<
(03)a<b = a+c < b+c V ceK
a<b und 0<c = a*c < b*c (Monotonie)
(a,b)e<, (atc, b+c)e< V ceK
(a,b)E< und (0,c)E< = (a*c,b*c)e< c KxK=K?

Bezeichnungen, Sprechweisen a,beK

angeordneter Kérper: (K, +,*,<), << KxK=K?

kleiner b: < a<b,

groRer b: < b<a bzw a>b

ist positiv(negativ): & 0<a bzw a>0 (a<0 bzw 0>a)
ist kleiner oder gleich b: © a<b oder a=b, (a<b,b=a)
ist groBer oder gleich b: < a>b oder a=b, (a=b)

ist nicht negativ: & a=0 0=<a

O o o X

Andere Formulierung (siehe a}ch Al.2.5. b). Besser erst nach Al.2.5
genauer lesen. K, ist fiir Lbs%ng Al.2.5 wichtig) :
Ein Korper K heiBt geordnet/wenn es eine Teilmenge K, gibt,welche
folgende Eigenschaften bes@fzt:

(01*)V aeK gilt genau %&ne der folgenden Aussagen:

a€K, oder -a€K, oder a=0

(02*)V aeK,:a+bekK, //

(03*)V a,beK,:abekK, //
Die Menge K, heiBt auch postitiver Kegel von K und jedes a€K, heiBt
positiv. Ist -a€K,, so Heiﬁt a negativ. Wir konnen also die Axiome (0O1)-
((03) wie folgt in Wortk fassen: Ein beliebiges a€K ist entweder positiv
oder negativ oder =0, und Summe und Produkt von positiven Zahlen sind
wieder positiv. Weite# setzten wir noch:
a<b © b>a < b-aeK, a<b © b>a <a=b oder a<b
Mit diesen Bezeichnungen folgt direkt aus (01*), angewandt auf b-a:
V a,beK gilt genau eine der drei Aussagen a<b oder a>b oder a=b

(400) Abgeleitete Rechenregeln in einem angeordneten Koérper (RR<)
l.)a<b ©® a-b < 0 & b-a>0
Bew:Sei a<b = at(-b)< b+ (-b) = a-b<0
(03)
(a—b)+b<0+b & a+ ((-b)+b)<b = a+0<b = a<b......
analog 0<b-a
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2.)a>b & -a<-b, speziell a>0 & -a<0
Bew:a>b © b<a = b+ (-b)<a+ (-b) & 0<a+ (-b) =
(03) (03)
-a+0< ((-a)+a)+(-b) & -a<0+(-b) & -a<-b (= b<a)

3.)(.)a,b>0 d.h. a>0 und b>0 = ab>0
(..)a>0,b<0 = abxo0,
(...) a<0 und b<0 = ab>0

Bew: (.)a>0,b>0 = 0<a,0<b = 0-a<ab = 0<ab
(03)
(..)a>0,b<0 = 0<a, b<O = ab<a0 = ab<0
(03)
(...)a<0,b<0 = -b>0=0 = a(-b)< 0(-b)=0 = a(-b)<0 = a((-1)b)<0

2.
4.)a#0 = a’:=a-a>0, speziell l>O,ll<O
Bew:a#0 = a>0 oder a<0 = a‘=a'a>0
(01) 3.)
1= 1-1>0 = -1<0
2.)
5.)a>0 < a'>0
Bew:a>0 = a#0 = 3 a™', Annahme a'<0 = 1l=a'a™'<0
3.
1<0 Widerspruch = a*>0 )
Analog a<0,a'<0

6.)a<b und c<0 = ac>bc
Bew:(z) a(-c)<b(-c) = a((-1)c)<b((-1)c) = (-1) (ac)<(-1)bc =
-(ac)< - (bc) = ac>bc
2.)

7.)0<a<b = O<l;<l—
b a

Bew:0<a<b, a*'>0, b'>0 = a<b = ab<bb?! = ab<l = atl(a(b?))<a™
= 1*b'<at = blkat

8.)a=b genau dann, wenn a<b und b=<a
Bew:Sei a<b und b<a und a#b = a<b und b=a Widerspruch zu (01)

Andere Formulierung:
a<b und b=<a = a=b oder (a<b und a>b) nicht mdéglich wegen (01)

9.)a<b = I ce(K,<) (z.B. c=(a+b)/2, 2:=1+1) mit a<c<b =
V A€K mit 0<A<l gilt a < aA+(1-AM)Db < b
Bew:a- ( (ah+ (1-M)Db) = a(l-A)-(1-AM)b =(1-1)(a=b) <0
>0 <0 33
Andere Formulierung:
Aus 0<A<1l folgt = 0>-A>-1 = 1>1-A>0 =
RR Korper (03)
a=Aa+ (1-A)a < Aa+(1-A)b < Ab+(1-A)b=b <

——

(03) (03) (03)

401



Al.2.1 Zeige: Aus a<b folgt a<(a+b)/2<b

Al.2.2 Zeige: Ist a=0, und gilt V &£€>0:a<é€, so folgt a=0

a C a a+c C
Al.2.3 a,b,c,de(K,>), b,d>0, —<-= ilt —<——< =
3oy AR, >) b d °° 9" b bed T4
Los:b+d>0 und 1/b, 1/d, —QL—>O =
b+d
4.9%C o L (b+d)<(a+c)b o ab+ad<ab+cb o ad<ch = 2<£ und
b b+d b d
a+c C a C
—— <= +c) d< (b+ < —<=.
brd d < (atc)d< (b+d)c & ad<bc & b d

. . . o a c¢
Beide Ungleichungen sind aquivalent zu i;<Zi' was nach Vor

richtig ist. Also folgt die Beh.

//A1.1.3 (303) (K,+,*). a®@b=a+b+2, a®b:=2a+2b+a*b+2,//
-3-2
// K* :® und ® ... 0=-2, -a=-a-4, 1=—l,a”=—————fi //
a+?2
Al.2.4 Kann der Korper (K,®,®) aus Al.1.3 angeordnet werden?
//D1.2.1 (400) (K,+,*) angeordnet: < 3 auf K R:=<,Anordnungsaxiome://

// (03)a<b = a+c < b+c V c€K, a<b und 0<c = a*c < b*c //

Los:Wir verwenden die gleichen Ordnungsrelationen wie beim
urspringlichen Koérper. (01l) und (02) gelten unverandert weiter,
unabhdngig von den Verknipfungen
Zu (03) :Es seien a,b,ceK mit a<b

a)a®c<bédc:
a<b = a+tc+2<bt+c+2 = ad®c<b®c
b)Wenn ¢>0=-2 dann folgt a®c<b®c:
a<b = a(c+2 )<b(c+2)
=0
= ac+2a<bc+2b = act+2at+2c+2<bc+2b+2c+2 =
act2a+2c+2<bc+2b+2c+2 = a®c<b®c
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Al.2.5
a)Kann ein Korper mit 3 Elementen angeordnet werden?

// (RR<) (400) 4.)a#0 = a’:=a'a>0, speziell 1>0,-1<0//
//D1.2.1 (02) (400)Aus a<b und b<c = a<c //
Los:Nein,denn:Sei K ein dreielementiger Korper =
K hat die Gestalt {0, 1,-1}, (0 und 1liegen in jedem Kérper, dazu
-0=0 und -1, wobei -1#1, da sonst 2 elementiger Korper)
(1#£0, 1£-1) .
Es gilt hier 2:=1+1=-1, denn 1+0=1, 1+(-1)=0.
Ware 1+1=1, so 1=0 weil auch 1+0=1 Widerspruch bzw
1+1=0, so 1=-1 da auch 1+(-1)=0 Widerspruch =
Annahme:K kann angeordnet werden? =

0<1=1+0 < 1+1=2€K=[0, 1, -1} = 0<1<1+1=2

-

4.) (02)..0<1 «———————"""""77
Falls 2=0 = 0 < 2=0 Widerspruch,
(02)
Falls 2=1 = 1<2=1 Widerspruch,
Falls 2=-1 = 0<2=-1 Widerspruch zu Regel (4) =
Annahme falsch, also kann K nicht angeordnet werden
oder: 0<1=1+0<1+1=-1 = 0<-1 Widerspruch zu (01),
denn 0>-1 (ausfithrlich steht hier 0<1 und 1<-1)

Bem:Kein endlicher Korper kann angeordnet werden
(Beweisidee: 0<1<2<3...<-1 Widerspruch)
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b) Beweise:Ein Korper K ist genau dann ein angeordneter Korper,
wenn eine Teilmenge PcK existiert, so dass gilt:
(P1l)Fir jedes x€K gilt genau eine der Alternativen x=0, x€P
oder -x€P.
(P2)Aus x,y€P folgt x+y€P
(P3)Aus x,y€EP folgt xy€EP

//D1.2.1 (400) (K,+,*) angeordnet: < 3 auf R:=<,Anordnungsaxiome://
//(01)V a,b€EK gilt genau eine der folgenden Eigenschaften://

// a<b oder b<a oder a=b (Trichotonie) //

//(RR<) (400) 2.)a>b e -a<-b, speziell a>0 < -a<0//

//siehe auch D1.2.1 andere Formulierung//

Bew:“=, K angeordnet = (P1l)...(P3) gilt
Def P:=[{x€K:x>0} = Pc K (Menge der postiven Elemente von K) =
...Rechne P(1)...P(3) nach.
° Zu P(1l):Sei x€K beliebig. Setze a=x und b=0 =
(01)
Es gilt genau eine der drei Aussagen:
® x<(0 oder ® (O<x oder ® x=0, d.h.
® -—x>-0=0 oder ® x>0 oder ® x=0, d.h.
e x=0 oder o %<0 & -x>0 oder ¢ x>0 d.h
RR 2.)
® x=0 oder ® —-x>0€P oder ® xcP
//(03)a<b = a+c < b+c V c€K a<b und 0<c = a*c < b*c //
//(02)Aus a<b und b<c = a<c (Transitivitdt) V a,b,c€K//
° zu P(2):Seien x,y€P, d.h. x>0,y>0 = x=x+0 < ytx=x+y
(O3L;n0<y
= 0<x+y, d.h. x+y€P
(02)
//(RR<) (400) (.)a,b>0 d.h. a>0 und b>0 = ab>0 //
// (..)a>0,b<0 = ab<0, //
// (...) a<0 und b<0 = ab>0//
L] Zu (P3):Es seien x,y€EP = 0<x und 0<y = 0*y<x*y = X*y€P
,<=,Sei PcK mit (P1l)-(P3) erfullt.
Definition Relation < auf K: durch a<b: & b-a€P.
Rechne jetzt (01)-(03) nach:
(01) (400)a<b oder b<a oder a=b (Trichotonie)
L Zu(0l) :Seien a,beK beliebig. Mit x:=b-a folgt aus
(P1l): Es gilt genau eine der 3 folgenden Aussagen
° x=0 oder ° XEP oder ° :f €P, d.h.
_ —(b-a)
® pb-a=0 (a=b) oder ® a<b o@gr//O a-beP, d.h.
o gfé oder ',j&b/oder o D<@
b—a=0(Bew Kérperax) e
Nebenrechnung:- (b-a)=a-b, denn
-x=—-(b+ (-a))=-b-(-a)=-b+ (- (-a) ) =-b+a=a+ (-b)=a-b
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(02) (400) Aus a<b und b<c = a<c
(A1) (300) (a®b) ®c= a® (bodc) V a,b,ceK,

(A2) a®l0= a V a€K

(A3) aé®(-a)=0

(A4) a®b = b®da V a,beKk

L] Zu (02) :Seien a<b und b<c d.h.

b-a€P und c-beP (nach Def von <) = c-a=
(c=b) + (b—a) €P nach (P2) = a<c

—— —
x:€P =yeP Def <
ausfihrlicher: Klammern werden weggelassen
wegen (Al), c-a = c+0-a =  c+(=b) +b-a)
— et —_—
(A2) (A3).(A4) =c-b

//(03) (400) (.)a<b = a+c < b+c V c€K, (..)a<b und 0<c = a*c < b*c //
// (403) (P3)Aus x,y€P folgt xy€P//

(] Zu (03):(.)Sei a<b und ce€K beliebig, d.h. b-a€P =
(btc)-(atc) = Db-a€P = atc<btc
A E,HA 3 Def <
(..)Sei a<b und c¢c>0 d.h. b-a€P und c-0€P =
bc-ac = (b—a) ¢ €P(nach (P3) =
— — bl
Koérperax, ( D und Rechenr. ep €P
ac<bc
ausfihrlich: bc—-ac=bc+ (- (ac))=bc+ (-a)c=

(bt (-a))c=(b-a)c)

c)Zeige, dass ein angeordneter Korper unendlich viele Elemente haben
muss.

a S—ll— fir 0<a<b , a,beR.

Al.2.6 B i —
eweise 1+a 1+b

//(03) (400)a<b = a+c < b+c V c€K, a<b und 0<c = a*c < b*c//
Los:Fir a=0 oder a=b ist die Beh erfiullt

Es sei 0<a<b = a+ab < b+ab = a(l+b)<b(l+a) =
(03 (03 1+b>0, 1+a>0
1 1 1 1 1 1
* >0 = 1+b b <b (1+ *

1+a 1+b (gé al )1+a 1+b (1+a) 1+a 1+b

a b

- —

1+a 1+b
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Al.2.7 Seien a,b,c,d Elemente eines angeordneten Korpers. Bestimme
alle xe€K, fiir die gilt:
d d d

b+c x+c a+c

a)*: < < (0<a<b, 0<c, d beliebiqg)
b+c x+c a+c |
Lés:1. Fall d>0 = d'>0 {
< 0< 1 < 1 < 1 'l e atc<x+c<b+tc <
|
by

c>0= b+c>0 :L>O
b+c

a<x<b (*) = a<x<b (nokwendig)
a<x<b = (*) hinreichend
2. Fall d=0 (*) 0<0<0 nie erfuillt fiir xeK.
3. Fall d<O0 |
1 1 1 ! . .
< < & b<x<a notwendig, nicht
a+c x+c b+c |
hinreichend, da a<b &ie erfillt.

(*) e

a c a a+c ¢
b)Ist b,d>0 d — <=, 11t — < —< =
) 1s A N T
Bew:Es ist b+d>0 und.-l ;L —1—- 0
) b ' d, b+d
+
%<<%:§— < a(b+td)<(atc)b © abt+ad<ab+cb & ad<cb = %<<§- und
atc ¢ a c¢
— <= + < (b+ < — <=,
bed —d < (atc)d< (b+d)c < ad<bc & b <4
Beide Ungleichungen sind aquivalent zu %<C%, was nach Vor
richtig ist. Also folgt die Beh.
c) *:x’+ (a-b)x-ab=0 (a,b=0) e
0<a,b,—a<0<b
Los:* & (x+a) (x-b)=0 &
o [(x+a)=0 und (x-b)=0] oder ¢ [(x+ta)=0 und (x-b) _0] N
O<a,b,—a<0<b
e (x=-a und x=b) oder ¢ (x=-a und x=b) e x=>b oder x<-a
O0<a,b,—a<0<b

D1.2.2(405) Sei K=(K,+, ",<) ein angeordneter Korper und TcK, T#0Q.
Ein Element M €T heiBt das Maximum von T (m =maxT):e V teT gilt
t<m
Ein Element m €T heiBt das Minimum von T (m=minT):eoV teT gilt
m=<t

Bem:1.)Zu TcK, T#®@ muB kein maxT bzw minT existieren
2.)Sei T,cT,cK und 3 m ;=maxT;, i=1,2 = m,<m,
Bew:V t€T,: t<m,, m,€ET,CT,=> m,<m,
T.cT,cK 3 m ,=maxT,, mM,=maxT,=> t<m, V teT,
Da m.ET,CT, = m,<m,
Analog gilt 3 m ;=minT;, i=1,2 = m,

\%

m,
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3.)Wenn fir TcK, T#© maxT oder minT existiert, so ist
dieses eindeutig.

// (RR<) (400) 8.)a=b genau dann, wenn a<b und b=<a//
Bew:Annahme m,, m, seien ein maxT, d.h. m.,=t, m,>t =
m,, mM,ET und V t€T: t<mM,und t<mM, mit t=mM, bzw t=m, =

m2ﬁm1 und mlsmz = — 1= 2
= i 1
8.) RR<

oder siehe weiter unten D1.3.1 zusatzliche Ausfihrungen

Bsp:Sei K angeordneter Kérper und T:=(0,1]:=[x€K| 0<x<1l} =
1.)maxT=1 da 1€T und es gilt x<1 V x€T
2.)T hat kein Minimum

//(RR<) (400) 9.)a<b = F c€e€(K,<) mit a<c<b = //
// V-AEK mit 0<A<1l gilt a < aA+(1-A)b < b//
//D1.2.1 (400) (K,+,*) angeordnet: < 3 auf R:=<,Anordnungsaxiome://
// (02)Aus a<b und b<c = a<c V a,b,c€K//
Bew:1.)Def T = x<1 V xX€T und 1€T = l=maxT
2.)Annahme: 3 minT=x €T = 0<x <1 und x=x V x€T =
RR<9.)
d x.,EK: 0<%o< . 2 0<xe<l = xc€T und xe<x =
— (02

Widerspruch zur Def x =minT

Andere Formulierung:
x,+0

Annahme:xe=minT = x>0 (wegen Xx,€T) = 0< <x, <1,

()

(RR<)

X X

—f-ET und —§-<minT Widerspruch, also existiert minT nicht.

D1.2.3(407) Sei K angeordneter Korper und a€K dann heiBt

_ _ | afallsa=0
lal:= max{a, -a)= —afallsa<0

Bem:1.)Offensichtlich existiert das max wie angegeben
2.)Fur a,beK heilt d=|a-b| der Abstand von a und b

der Absolutbetrag von a

S$1.2.1(407) Vor: K sei angeordneter Korper und a,beK

L] Beh:1.) |al=]|-a]|
Bew: |a|:= max|(a,-aj= max{-a,-(-a)|=:|-a|
° 2.)lal=0 und Jal|=0 & a=0

//D1.2.1 (400) (K,+,*) angeordnet: < 3 auf R:=<,Anordnungsaxiome://
//(01)V a,b€EK gilt genau eine der folgenden Eigenschaften://
// a<b oder b<a oder a=b//
Bew: |al=20 < a#0 & a>0 oder a<0
(o1)
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o 3.) labl=lallbl
Bew:ab=0 & a=0 oder b=0, |lab|=0, |a|=0 oder |b|=0
a>0 und b>0 = ab>0 = |ab|=ab=lal| |b]|
a>0 und b<0 = -b>0 = a(-b)>0 = Jabl= -(ab)=
a(=b)= lal Ibl|
a<0 und b<0 = a'b=(-a) (-b)>0 = |ab|=ab=

(ma) (-b)=lal Ib]|
a

L] 4.) (.)b#0 =

‘a‘| bt iell bll=|b|*
A allbl™, spezie (.) ] |=|b]|

_\b\_

a = a \\
Bew: (.) | —-b|=]a — | 1b] = 7=
()Ib |||3_)lblll 2 |

(..)1=[1]=|bb*|=Ib||b™*] = |b*|=17

o 5.)a=0 & |al<e VeeK mit &>0

//(RR<) (400) 9.)a<b = F c€(K,<) mit a<c<b = //
// V AEK mit 0<A<1l gilt a < aA+(1-A)b < b //
Bew:,=,a=0 = |a|=0 = 0<e¢ Ve>0, e€K
,<, Sei |al|<e VeeK,e>0. Annahme a#0 =
0+|a
lal]>0 (0< —2| |<|a|) = Widerspruch, da mit
g=lal>0 = 3F >0 mit 0<& <g=|al
9)

L 6.) latb|<lal|+|b| (Dreiecksungleichung)

//D1.2.1 (400) (K,+,*) angeordnet: < 3 auf R:=<,Anordnungsaxiome://
// (03)a<b = a+c < b+c V c€K, a<b und 0<c = a*c < b*c //

=
o (Ta)t(xb)<lal+|b| =

+ (atb)<|al+|b| = max|(a+b),- (a+b) =|a+tb|<|al+|Db]

Bew:Aus Def |al, |b|=> *xa<l|al,xb=<|b|

L 7T.)latbl=|lal-|bl|=lal-|b]
Bew: |al|=|at+tb-b| £ Ja+b|+|-b|=|at+b|+]|Db]
6.)
|b|=|atb-a|<|a+b|+]al = l|al|-|b|<Z|a+b]|, |bl|l-lal<Z|latb|] =
T (lal-lbl)=latb| =|lal-Ibl|=|atb]|

o 8.) I lal-Ibll=laxbl=lal+|Db]
Linke Ungleichung heiBt Dreiecksungleichung nach unten.
Bew:xa<|al|,xzb<|b|] = x(axb)<|a|+|b|] = |axb|Z|al+|b].
Weiter ist |al=laxb b|=<|axb|+|b| und genauso ist
Ibl<laxbl+lal = £(lal-Ibl)=laxb| =|lal-Ibl[=[]axb]
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Al.2.8 Zeige: Flur a<b<0 ist |al|>|b|>0

Al.2.9 Es seien a,b,c Elemente eines angeordneten Kdérpers K. Zeige:
a)aus a<b und b=<c folgt a<c

//D1.2.1 (400) (K,+,*) angeordnet: < 3 auf R:=<,Anordnungsaxiome://
//(02)Aus a<b und b<c = a<c V a,b,c€K//
Bew:1.Fall b=c, a<b=c d.h. a<c
2.Fall b#c = b<c = a<c
a<b(02)
b) latb|=lal+|b| gilt genau dann, wenn a,b=0 oder a,b=<0.
Bew:“"=,Seli |atb|=lal+|b]|..
Annahme (a<0 oder b<0) und (a>0 oder b>0) =
(a<0 uhd~h>0) oder (a>0 und b<0).

O.B.d.A?m\dZﬁ\und b>0 (sonst vertausche a und b)
Y T~
—a+b = |a|+|b|=|a+b\|=\[ a+bfallsa+b>0

=~{a+b),fallsa+b<0
Def Betrag =<
-a=a oder b=-b = 2a=0 oder 2b=0 ;;‘“\\\

a=0oderb=0 Widerspruch, also Annahme faf%ch,

R —

angeordneter Koerper
d.h. a,b=0 oder a,b=<0
,<,5el a,b=0 oder a,b<0.

1.Fall:a,b>0 = a+b>0 = |a+b| = atb=|al|+|b| (—a)+(-b)
— ~—

Def —(a+b)

2.Fall:a,b<0 = a+b=<0

Bew:-a>0,-b=0 = (—a)+(-b) =0 = a+b=<0

s1.Fall *(G+b)

|a+b | - (atb)=-a-b=(-a)+(-b)=lal+|b]

—
(a+b)<0
Andere Formulierung:

Bew:,<,Sei a>0 und b>0 dann gilt |al|+|b|=a+b =|a+b]|.
——

>0
Wenn a<0 und b<0 dann |al+|b|l=—a—-b=|-a-b|=|a+b].
S —
>0
“= | x|%=x? da x?’=(-x) ? (siehe auch c¢)

Sei |atb|=lal+|b| = |atb|?’=(lal+|bl)?*=|al|?+2 |ab|+|b|? =

RR
2ab=2|ab|] = ab=0 d.h. (a=0 und b=0) oder wenn (a<b und b=<0)

X - X

Hierbei wurde benutzt: x%= =|x||x|=|x|?
-x) - (x

c)a’<b? gilt genau dann, wenn |a|<|b]|
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//D1.2.1 (400) (K,+,*) angeordnet: < 3 auf R:=<,Anordnungsaxiome://
// (02)Aus a<b und b<c = a<c V a,b,c€K//
// (03)a<b = a+c < b+c V c€K, a<b und 0<c = a*c < b*c//

Bew:“=,Sei a’<b?.
1.Moglichkeit:
2
> [ofj©] —
" —a=jal-1al = _jal bz = b?

E _
mit (03) ‘bf =b2 (©2)

Annahme |a|=|b]| =

a2

a’>b? Widerspruch, also Annahme falsch d.h. |a|<|Db]|

//(RR<L) (400) 2.)a>b & -a<-b, speziell a>0 < -a<0//

// 3.)(.)a,b>0 d.h. a>0 und b>0 = ab>0 //
// (..)a>0,b<0 = ab<0, //
// (...) a<0 und b<0 = ab>0// <

(03)dalbl>0,lal <
//D1.2.1 (400) (K,+,*) angeordnet: < 3 auf R:=<,Anordnungsaxiome://
//  (03)a<b = a+c < b+c V c€K, a<b und 0<c = a*c < b*c //
2.Moglichkeit:
(b-a) (b+a)=b*-a’>0 = b-a>0 und b+a>0 oder b-a<0 und b+a<0 =
RR3.)
(b>a und b>-a) oder (b<aLmd b<—a) =

—b>—a und —b>a
b>|al|,insbesondere b>0, oder

-b>|al|,insbesondere -b>0, = |b|>|al
~=,Sei lal<|b| = a’=lal’=l|allal < lal b <
//)' (owiﬁmqm (O3Mda:oqum
bl |bl=1bJ4=b* d.h. a’<|allb| und |al|b]|<b? = a?<p?
7 Vgl Teila

Hier@ei wurde benutzt:

2/_/{ X -x o _ _ 2 :

X°= =|x||x|=|x|? sowie

x) -Cx
x<y,0=<z = xz=<yz (Bew:1l. Fall:z=0 = xz=0=<0=yz
2. Fall: z#0, d.h. z>0 = xz<yz =
(03)

XZ=yZ)
d) 2 (a’+b?) = (a+b) *>4ab

//D1.1.1 (300/301)//

//Menge min 2 Elemente: K //

// K,®,®): © F 2 Abbildungen &: KxK-K und &: KxK-K //

//(Al) (a®b)@c= a® (b®c) V a,b,cek//

//D1.2.1 (400) (K,+,*) angeordnet: < 4 auf K R:=<,Anordnungsaxiome://
//(03)a<b = a+c < b+c V c€K, a<b und 0<c = a*c < b*c //

Bew: (atb)?-4ab=(a’+2ab+b?) -4ab a’-2ab+b’= (a’+t2a (-b) + (-b)?) =

—

Rechenr. in K
(a-b)?=0 (wg x*>0 V xeK\[0}) = (a+b)?=4ab
Al ... mit (03)

0< (a-b)?=a’-2ab+b? = 2ab<a?t+b? = 4ab<a’+2ab+b?=(a+tb)?<2 (a’+b?)
weil a?+2ab+b?<2a?+2b? = 2ab=<a?tb? = 0<a?-2ab+b? = 0=<(a-b)?
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Andere Formulierung fiur (a+b)?=4ab:

© a’+2ab+b’=4ab & a’-2ab+b’>0 < (a-b)?=0. Die Aussage (a-b)?=0
ist aber richtig (RR im Korper) und daher auch die aquivalente
Aussage (a+b)?=4ab

xty _ x|y

Al.2.10 Beweise: < fur x,yeR.
L+ x+y| = 1+|x| 14|y
//a1.2.6 (404) % <P iy 0<a<b , a,ber.//
1+a 1+b
a b
Bew;1+7+-l}-) - [x+y| < |x|+lyl _
xty| Tyl = TH[X[H
a b
| x| Iyl _ X |yl

Al.

a)

Bew:

b)

Los:

- < -
LHx[+[y|  1+|x[+[y] = 1+[x] = 1+[y]

2.11 (a,)€R, a, ~ a€eR,a, <ceR V neN.

Zelige a=c
Sei ¢>0, NeN: |a,—al<e V n>=N = a,-e<a<a,+te<c+e
Annahme a>c = a>c, a<c+e = 0<a-c<e V £>0

a—c

€:= - >0 = 0O<a-c< azi wee . .Widerspruch!

1
ap:=1- —<l=c V neN.
n
a, @ :a = a=c

-

n->w
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D1.2.4(412) Fir a€R heiBt

1fiira>0
sgn a=4{ 0fira=0 das Vorzeichen oder das Signum von a und
—1fiira<0
la|=a™* sgn a= a fuer a>=0 der Betrag von a
—afuer a<0
S1.2.2(412) V a,beR gilt

.)sgn(ab)=(sgn a) (sgn b), |abl=lal|b]|

2.2

l.)a=b © |al|=|b| und sgn a=sgn b

2.)

3.)b#0 = (sgn a)/(sgn b)=sgn(a/b), la/bl=lal/|b]|
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