D0.2.4(200) Eine Abbildung(Funktion) f: X—Y heilt
1.)injektiv (eindeutig) oder Injektion: & V x;,x,EX mit x;#x, =
f(x1)#f(x;), d.h jedes y€Y hat max 1 Urbild x€X mit y=f(x), d.h.
aus f(x)=f(y) = x=y
#Bsp
X

a - o Wertebereich Y kann auch “zu grol” gewahlt sein
% £, d.h. fur alle x Element von X
existiert genau ein v.....

s J
L

2.)surjektiv (Surjektion) (Abb von X auf Y): & Y=f(X),
(d.h. fur V y€Y d mindestens ein x€X: y=f(x)),
d.h.Wertebereich nicht zu groll gewd&hlt
#Bsp

Y auch hier:f, d.h. V xex 3, y.....

Q
| —
™~

3.)bijektiv oder Bijektion: & f ist injektiv und surjektiv

Zu jedem y€Y gibt es genau ein x€X mit f(x)=y.

In diesem Fall heiBt die Funktion/Abb. f':Y— X definiert durch
f1(y):=x fur y=f(x) die Umkehrabbildung oder Umkehrfunktion oder
inverse Funktion zu f, y x, wobeli x dasjenige Element aus X
sei, fir das y=f(x) gilt.

Eine Bijektion f: X—X heilt Permutation von X

f,d.h.jedem x€X ist genau ein y€Y zu
geordnet, V y€Y auf Grund der
FEigenschaft surjektiv.

Bem:1.)Falls f nicht bijektiv, so existiert keine Umkehrfunktion auf
Y
2.)Achtung:f ' (B) Urbild ist verschieden von f*'(x) der
Umkehrfunktion

Bsp:1.)f: Z->N mit f(z)=z* ist weder injektiv
(denn f(-z)=(-z)?=f(z) V z&€Z) noch surjektiv
(denn z.B. hat 3 kein Urbild, #z°=3: z& Z)
2.)f: RoR*(:={reR |r=0}), die jeder Zahl ihren absoluten Betrag
zuordnet, ist nicht injektiv, aber surjektiv.
3.)Abb der Menge {1,2,3} in sich mit f£(1)=1, £(2)=3, f£(3)=2 ist
sowohl injektiv als auch surjektiv, also bijektiv.
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4.)A={a,b,c,d}, B={1,2,3} bzw B={1,2,3,4}

a—» 1 a—-»l a—-»1 a—» 1
b:::;'Z b—» 2 b—»2 k);;;'Z
c///,,B c//)'B c:><13 o) 3

d d d 4 d

surjektiv keine bijektiv f(A)={1,2}#B
f({a}t)={1} Funktion

f({a,b})={1,2} kein Bild

£f1({1,2})={a,b,c} von c

£ (B})=A

L0.2.1(201) Vor: X endliche Menge. f: X— X eien Abbildung
Aussage: a) f injektiv b)f surjektiv c¢) f bijektiv sind aquivalent.
Bew: X={Xi,%Xs,...,%.}, neN.

a)= b): £ injektiv = {f(x1),f(x2)..,f(x,)}cX hat n Elemente =
{(£f(x1),£(x%5)., £(x)}=X = £ surjektiv
b)= c): f surjektiv = {f(x1),f(x:)..,f(x))} hat n Elemente =

a)b)
die n Elemente missen verschieden sein = f injektiv=
a)
f bijektiv
c)> a): c¢): £ bij. = £ inj

S0.2.2(201)
Es sei eine bijektive Abbildung f:X—Y mit Umkehrfunktion
f1:Y->X gegeben, dann gilt:
fr(f(x))=x V x€X und f(f'(y))=y V yey
Bew:Sel x€X baf. Setze y=f(x), d.h. nach Def ist x=f"'(y)=f"'(f(x))
Sei y€Y baf. = I x€X mit f(x)=y,d.h. x=f"'(y), y=f(x)= £(£f'(y))
f bij

A0.2.9 Gegeben sei die Funktion f:{1,2,3,4,5}—{1,3,5,7} mit
f(1)=1, £(2)=3, £(3)=7, £(4)=7, f£(5)=5.
Bestimme f({1,2,3}),f7({3}), £7({5}), £7({5,7})
Ist £ injektiv, surjektiv, bijektiv?
Ist fm;s} injektiv, surjektiv, bijektiv?
Lés:£({1,2,3})={£(1),£(2),£(3)}={1,3,7},
£ ({3})={x€(1,2,3,4,5} | £ (x)=3}={2},
£ ({5})={x€{1,2,3,4,5} 1 £(x)=5}={5}
£ ({5,7})={x€{1,2,3,4,5} 1 £(x)={5,7}}={5,3,4}
f injektiv? 3 x,,x,€{1,2,3,4,5} mit x;#x,:3#4 mit f(x;)=f(x,):
£(3)=7, £(4)=7, £(3)=£(4)=7 = f nicht injektiv
f surjekiv? Sei X={1,2,3,4,5},Y={1,3,5,7}
V yey={1,3,5,7} d mindestens ein x€X mit f (x)=y:
f(1)=1, £(2)=3, £(3)=7, £(4)=7, £(5)=5
f ist surjektiv (flir y=7 existieren sogar 2 Elemente
aus X mit f (x)=y)
f bijektiv? Nein, da f nicht injektiv (£(3)=f(4)).

fli2s injektive X’={1,2,3},£(1)=1, £(2)=3, £(3)=7,
Y={1,3,5,7} V xi,xEX" und x;#x,:f(x1)#f(x,) Ja!
fi. .. surjektiv?y=f(X’'), f(x)#5 fir x€{1,2,3} Nein !
111,2,3)
ﬁhzs} bijektiv? fW23} ist injektiv und nicht surjektiv = Nein!

A0.2.10 Gebe an/zeige: Eine Abbildung f von X nach Y ist genau
dann injektiv/nicht injektiv, wenn gilt:
a)x,x’'eX und x#x’ folgt f(x)#f(x")
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Los:injektiv

b)Gibt es zu jedem y€Y hochstens ein x€X mit f(x)=y so ist f
injektiv

c)Gibt es zu jedem x€X genau ein y€Y mit f(x)=y, so ist f trotzdem
nicht injektiv.

d)Wenn flir x,x’€X mit f(x)=f(x’), x=x’" 1ist, so ist f injektiv

e) Gibt es eine surjektive f:[0,1]—[0,1]°7

Lés f(x):{x,jal‘lst[O,l) > ia

0, fallsx =1

A0.2.11 Welche der folgenden Abbildungen von R in sich sind
injektiv, welche sind surjektiv?
f(x)=x3, f(x)=ax?+bx+c (a#0), f£((x)=|x|, f(x)=e*.

A0.2.12 Gegeben sei eine Menge M#©@ und deren Potenzmenge
P M) .

a)Bestimme eine injektive Abbildung f:M— P (M) .

Los:Bsp f:M—>P(M). f(x)={x}. Dann ist f injektiv, denn aus
f(x,)=f(x;) folgt {x:}={x:} = x=x;

b) Beweise, dass es keine surjektive Abbildung g:M— P (M) geben kann.

Hinweis:Betrachte die Menge A={x€EM|x#g(x) }

Bew:Annahme:Es existiert eine solche Abb g:M— P (M) surjektiv.
Sei A={xEM|x#g(x)}. Da g surjektiv I xEM mit g (x,) €A,
#d.h. x0#g(xo) }# da P (M) auBer allen x€M noch weitere Elemente
enthalt und diese wegen Surjektivitédt einen Partner in M haben
missen. Dann 1ist X,€A oder x.€A.
Wenn xX,€A, dann heiBt das x¢#g(xq) €EA.
Wenn xyZA, dann heilt das x,=g(x¢) €A = Widerspruch
Annahme einer surjektiven Funktion g:M— P (M) muss also falsch
gewesen sein. (...auch fir o groBe P (M) richtig)

D0.2.5(202) Seien f: X—>Y und g:Y—Z vorgegeben, dann heilt die Abb.g f:
X—7 definiert durch x g(f(x)) V x€X die zusammengesetzte oder
verkettete Funktion aus f und g (Komposition von f mit g)

Bsp:
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Bem:1.)Die Komposition ist assoziativ, aber nicht kommutativ:
(h g) f=h (g 1) f (g h) = (£ g) h
g f#f g (siehe auch A0.2.15 S 205)
Bew: Sei h:X-Y, g: Y—=Z, f: Z-W, x€X.
fo(goh) (x) = £(g h(x)) = f(g(h(x))) = £ g(h(x)) =
D025 D025 D025 D025
(f g9) h(x)
2.)S8ind f:X—=Y und g:Y—7Z bijektive Abb, dann ist auch
g f:X—>7 bijektiv und die Umkehrfunktion (g f)*:2-X
ist gegeben durch (g f)'=f*t g7

A0.2.13 Es seien f:X—Y und g:Y—Z Funktionen. Zeige:
a)f surjektiv, g f injektiv = g injektiv
b)g injektiv,g f surjektiv = surjektiv
c)Aus g f injektiv = f injektiv
d)Aus g f surjektiv= g surjektiv
e)Sind f und g injektiv=>g f injektiv
Bew: g: X-=Y, f: Y—-Z, x,x'€X, f g(x)=f g(x'); Zu zeigen x=x"

£(g(x))=fog(x) = fog(x“)=f(g(x"))= f(y)=f(y’) = y=y'=
7 g infektiv ~_7 f injektiv
g(x)=g((x") = x=x'
ginj:zktiv

f)Sind £ und g surjektiv= g £ surjektiv
Bew: z€Z. d y€Y: f(y)=z. Da g surjektiv I x€X: g(x) = y =
g sw:]-'ektiv f surjektiv
fog(x)=f(g(x))=f(y)=z = fog surjektiv
g)Folgere aus c¢) und d) :f,g bijektiv=>g f bijektiv und
zelige, dass dann (g f)*'=f*'t g™.

D0.2.6(203) Seien X,Y beliebige Mengen #© und AcCX und Funktionen gegeben
f: XY g: A-Y, dann heiBt
1.)idy: X=X mit x x V x€X die Identitat auf X oder
identische Abb. auf X
2.)g die Restriktion (oder Einschrankung)von f auf A:e

g(x)= f(x) V x€A. Bez: g=f |,
3.)f eine Fortsetzung von g von A auf X: & g= qu von A auf X
4.)Wenn eine Funktion f:X—Y bijektiv, dann gilt f* f=id,

und f fl=idy
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Bem:1.)id, ist bijektiv und id,"' = id,
2.)f: X—>Y ist injektiv & f(A)Nf(B) = f£f(ANB) VA,BcX

//(107)Eigenschaften von Bild und Urbild einer Funktion f //
//b)fYAfEHJ:f(A)ﬂfYB) V a,Bcx //
Bew: “'=" Stefs gittf£4ANBI £ (A)NE (B) .
Sei X—Y injektiv afnd yE€f (A)Nf(B) =
y==f (x1)=£f (%) m/i/t/XIEA, X,EB = X=X, =
x€EANB = yG/f(AﬂB) = f(A)ﬂf(B_)_ Cf(ANB) =
£(R)NE(B) we—EAABY—— "7~
“<“ Annahme:Sei f£(ANB)=f(A)NEf(B) V A,BcX und
f(x1)=f(x;)=y, A={xi}, B=[x;)
X, X€X, x,#x, = AN B=0, f(ANB)=0.
Andererseits ist f(A)=f(B)={y| und damit f(A)Nf(B)={vy] #0
Widerspruch = Annahme falsch =
X1#Xy, f(x1)#f(x,) = f: XY ist injektiv

3.)f: XY bijektiv g: Y—=Z bijektiv =
g f: X—Z bijektiv und (g f)* = f' g
Bew:f(X)=Y, g(Y)=Z = (g f) (X)=Z surjektiv

£ £
Yomsnle (9 B ) = (@ B ) > g(FF) ) o (FF)y S
Y Y2
: f(x)=f(x,) » xi=x, > g £ bijektiv
| y=f(x), z=g(y)=(g f)(x) =
| x=f(y), y=g7(z) = x=f7(y)=f7 (g (2))=(f" g (z) V z€Z
: = (g f)—l = f1 g—l
|

Andere Formulierung:
//D0.2.6 (203) X, Y#© & ACX & f: XY g: A=Y //
1.)1id,: X=X mit x x V x€X
BeW:Z.z.:g f ist bijektiv mit Umkehrfunktion (g f£f)*=f*' g
Definiere F=(g f) und G=f' g*' dann ist z.z., dass F
bijektiv mit Umkehrabb G. F:X—7Z, G:Z—X.
F(X)=g fX)=g(f(X))=g(Y)=2Z, d.h. F ist surjektiv
Andererseits gilt flir x€X
G(F(x))=G(g f(x))=f"(g '(g(f(x)))=£"(£(x))=x, d.h.
=f(x)
G F=idy = F ist injektiv #misste das nicht bewiesen werden?
1)
Also ist F bijektiv mit Umkehrabb F*':7Z-X, wobei F(x)=z &
x=F"'(z). Beachte, dass gilt G(z)=G(F(x))=x=F"1(z)

-1

A0.2.14 Es seien f:X—Y und g:Y—Z Funktionen. Zeige:
a)f surjektiv & 3 g:Y—=X mit £ g=idy
Los: V" y=idy(y)=(f g)(y)=f(g(y)):f(x) - d.h. alle Elemente von Y
——
X
werden von y erreicht, f ist surjektiv
»= “definiere g:Y—X, g(y)=x (wobei f(x)=y) d.h. zu jedem y
finde ich mindestens ein x da surjektiv.
(f g) (y)=f(g(y))=Ff(x)=y=id,

A0.2.15 Geg sei eine nichtleere Menge X und 2 Funktionen
f,g:X—>X. Beweise oder widerlege: Es gilt stets £ g=g £
Los:#Wertebereich muss nicht gleich X sein
f g#g f: Setze z.B.:X={0,1} und definiere
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f:X->X durch £(0)

f(1
f(g(0))=£(g(1))=£(1

)=0 und g:X—X durch g(0)=g(l)=1 =
= ) f

£(1)=0 und g(£(0))=g(£(1))=g(0
A0.2.16
a) Es sei eine Funktion f:A—B gegeben. A;CA, B;CB.
Beweise:f 1 (£ (A;)) DA
Los:Sei x€A,.Def y=f(x) und B,=f(A;) = yEB, = £ (B;)={z€A|f(z)€ER,}
= x erfliillt die Bedingung f(z)€B,;, denn f (x)=y€B; =
xE€EL(By)=f" (£ (A1))
f*(f(A))=A gilt im Allgemeinen nicht. Gegenbeispiel siehe D)
#LOs:A CEH(Ef(A)).
Sei x€A; baf = yef(A;)) mit £ (x)=y =
d x€A :f ! (y)=x oder (A x’€A\A,:f ' (y)=x’ und I x€A,:f*(y)=x)
= x€A, und x€f (£ (7)) = A Cf?r(f(Ay)).

b)Es seien X,Y Mengen #0© und f: X— Y eine Abbildung.
Zeige fiir AcX, BcY: f(A)= [f(x)| x€A], £ (B)=|x€X| f(x)EB|
f(£f1(B))=B gilt im allgemeinen nicht. Gegenbeispiel
Bew:Seil X=bq,xﬁ, Y={y1,yﬁ, mit x;#x,, y:#y,und f:X— Y definiert
durch f (x;)=f (x;)=y; (d.h. £ (X)=y;).
Gegenbeispiel:
Weiter sei A=[x;} und B=Y=|y,,y.} =
£ (£ ()= ({ya)) =[x1, %) =X#A und £ (£ (B))=f (|{x},%,] )=(y:]#B

[N—
=X
Bem: (.) f'(f(A))=A V AcX & f injektiv
(..) £(£f*(B))=B V BcCY & £ surjektiv
c)f ist injektiv & f(nM=n £(M) V ScP(X),s#® N
MeS MeS MEeS

//D0.2.6 Bem: 2.) (203)f: X—=Y 1ist injektiv < f(A)Nf(B)=f(ANB) VA,BcX//
//(107)Eigenschaften von Bild und Urbild einer Funktion f//
//b)f(n M)cn £(M), McX//

MeS MeS
Bew:“ < “folgt aus D0.2.6 Bem 2 mit S={A,B} fir beliebige A,BcX
(£ (A)N ﬁ fTM_)__f(_ﬁ_MT =f(ANB)) ~ 7
w— “Sei f 1njektlv. Sei SC P( X) ,S#@ bel. e
f injektiv
f(nMmc n £(M). Noch z.z. £f(nM)D n £(M) wie folgt
MeS MeS MeS MeS
y€E n £(M) & yeEf(M) V MES (besser:V MeS:yef (M)) &
Mes Def N Def Bild
V Mes I xy€M mit y=f (xy) Nt
f injektiv
V MeS I x€M mit y=f (x) und zwar dasselbe x V MES le
< “klar
"= “f(le ) =f(xy ) 2 xy = Xy,
f injektiv
o d x€ nMmit y=f(x) & yEf( N M)
MeS MeSs
Bem: Es wurde sogar n £(M)=f( n M) bewiesen
MeS MeS

A0.2.17 f:X>Y. Zeige dab immer gilt f idy=f und idy f=f

A0.2.18 f:X—Y bij und f*' die Umkehrfkt.
Zeige £ f*t= idy, £*' f= id,

A0.2.19 Sei angenommen, daB eine Funktion g:Y X existiert, sodab
f g=idy,g f= id,. Zeige, dab dann f bijektiv und g=f*' ist.
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Was kann man schlieBen, wenn nur f g=idy oder g f= id, gilt?

S0.2.3(2006)
Vor:Sei f: X—Y eine bijektive Funktion mit Umkehrfunktion f*: Y—-X
Beh:f' f= id,und £ f'= id, oder
(f' f)(x)= x V x€X und (f fH(y)=y V ye Y
d.h. £f1(f(x))=x V x€X und £ (f'(y))=y V yeEY
Bew: 1.)Sei x beliebig mit x€X und setze y:=f(x) (bij) = x=f"'(y)
= x=f'(f(x)), £t f= id,
Analog seil y€Y, Setze x=f'(y) = y=f(x)=f(f*(y)
d.h. £ f£*'= id,
S0.2.4 (2006)
a) Sei f: X—Y umkehrbar (invertierbar), dann ist die inverse
Abbildung g eindeutig bestimmt.
Bew:h,g: X—>Y inverse Abbildungen, zu zeigen h=g
g= g° I; = go ( feh ) = (g°of ) ch =1, °h =h = g=h
’ DO.Z.EBeml ’
Nebenrechnung.. ge [, =g...Sei yeY = ge I, (y)=g(I; (y)=9(y)

y
Analog.. I, ch =h

X

b) f: X-Y ist invers (umkehrbar) < f ist bijektiv
Bew:”=" f invertierar, zu zeigen f injektiv + surjektiv
Sei g die inverse Abb auf X.
® Tnjektiv...Sei x,x'€X,f(x)=f(x")= x=g(f (x))=
® ® Surjektiv..y€Y, setze x=g(y)€X = £ (x)=f(g(y)
<" f bijekEEﬁT“Zﬁaze;ggn f invertierbar.
Sei yey = 3 Urbild zu y d.h. x€X mit f(x)=y =
f surjektiv f injektiv
d; solches x, benannt g(y). So defieren wir eine Abb g: Y—X,
zu zelgen g 1ist invers zu f:
f: X>Y ist invertierbar & 3 g: Y-=X, gof =1, , f[feog =1,

Sei x€X, f(gﬁ[&x)))=f(x’) =>  x=x'= x=g(f(x))= gof(x) ' =
X' a)f injektiv x beliebig
ge f =1 d,
Umgekehrt f(g(y))=y gilt nach Konstruktion V y€Y, also
feg =1 d,
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A0.2.20
Es seien X,Y Mengen #©@ und f:X—Y eine Abbildung. Zeige:
a)f ist genau dann injektiv, falls es eine Abbildung
g:¥Y=X mit g f= id, gibt
Bew:,=, Sei f injektiv = V y€f(X) Id _genau ein x,EX:f (x,)=y
Y wahle auBerdem noch ein x*€X fest
(méglich, da X #0©) Def g:Y—X,

_ x,,falls y = f(x)
)= X* falls v& f(X)d.h.yEY\ F(X)

gl(y

Sei x€X beliebig = (g f)(x)=g S(x) =x, da

=res(X)
f(x)=y, d.h. x,=x (beachte: x, ist

eindeutigqg) = g(y)=x da f(x)=y V xe€X =

x bel

g f=id,.. beachte Def und Wertebereich von
g f und id; sind gleich
s=,:d g: YSX mit g f= id, d.h. Z.z:f injektiv,
d.h.z.z. Y X1, X, mit x#x, = f(x,)#f(xy), d.h. f(x)=f(x,) =
X=X,
Seien x;,x,€X mit f (x;)=f(x,) =

x=1dx (x1) = (g ) (%)= g(f(x1))= g(f(x)= (g £f) (x2)

Vor Vor
1dy (X2) =%,

f(x)

=vyef(X)

Sei x€X bel, = g f(x)= g( )=x, da f(x)=y, d.h. x,/~=x

(beachte das x, ist eindeutig) g f= id,

x bel
(Beachte: Definitionsbereich und Wertemenge/Zielmenge der
beiden Funktionen sind gleich).

b)f ist genau dann surjektiv, falls es eine Abbildung h:
Y->X mit £ h = idy gibt.
Beh:f surjektiv © d h:Y-=X mit £ h = idy (h heiBt Rechtsinverses)
Bew:Skizze siehe bei Def fiir Surjektion
“=,Sei f surjektiv = V ye€Y I x€X: f(xy)=y. Dies ist mdglich, da
f surjektiv. Sei ein xy fixiert(es gibt
viele). Sei h: Y—=X, h(y):=xy=> (£ h)(y)= f£(xy)=y = £ h=id,
»<,3d h: Y>X mit £ h = id,
Z.z.: f surjektiv, d.h. V yey 3 xeX: f(x)=y.
Definiere h(y)=xy. Sei y€Y beliebig,
Setze x:=h(y) = x€X = f(xy)=f(h(y))=(f h) (y)=id,(y)=y = £
Beachte:Def und Wertebereich von f,h und id, sind gleich) d.
V yey 3 xeX: f(x)=y

h=id,
h.
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c)f ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung g:Y—X mit
g f=id; und £ g=id, gibt. Dieses g ist, falls vorhanden, eindeutig
bestimmt.
Beh(.)f bijektiv & 3 g: Y=X mit g f=id, £ g=id,
(..)dieses g ist eindeutig
(g=f' siehe spater, heiBt inverse Funktion)
Bew(.) :“=,1. Moglichkeit:Wahle g=f':Y->X =
g f = f' f=id,, £ g =f f£f'=id,
2. Moéglichkeit:Da f injektiv und surjektiv ist,
4 g: Y>X mit g f = id, (nach a)) und
4 h: Y>X mit £ h = id, (nach b). Geniigt z.z. h=g.
Dies gilt, da h=idy h=(g f) h=g (£ h)=g id,=g
<, klar nach a), b). 4 g: Y=>X mit g f = id, und

” 144

f g=id, ...surjektiv+ injektiv....bijektiv
Bew (..)Eindeutigkeit wvon g:
Sei g :¥Y»X mit g f=g f=id,, £ g=f ¢ =id,
Z.z: g =g

Bew: g =id, ¢ =(g f) g=9 (£ ¢g)=g id,s~=g

A0.2.21 Sei M#0©@ eine Menge von Mengen. Die Relation ~ auf M
sel wie folgt definiert:
M;~M, : © es existiert eine bijektive Abbildung f: M;—M,
Zeige, daB ~ eine AR auf M 1ist

//D0.2.6 (203) Bem:3.)f: X—=Y bijektiv g: Y—=Z bijektiv //
// = g f: X—=Z bijektiv und (g f)* =1t gt//
Bew: (.) ~ 1ist reflexiv, d.h. M~M VY Me M, denn idy: M—M ist bijektiv.
(. .) ~ iSt Symmetrisch, V Ml,Mze M MlNMz = MzNMl
Bew:Sei M;~M, fo’ 3 bij £: M>M, = f': M>M, bijektiv fo? My~ M,
ef ~ ef ~
(...)~ ist transitiv, d.h. V M;,M, M;s€ M: M;~M,~M; = M,~M;,
Bew:Seil M1~M2 und M2~M3 = 3 bljektlve f: M1_>M2, g: M2_>M3
=
Bem3 g f: Ml_)Mg bijektiv = M1~M3
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