D0.2.4(200) Eine Abbildung (Funktion) f: X—Y heilt
1.)injektiv (eindeutig) oder Injektion: <
V Xl,X2€X mit X1¢X2 = f(X1)¢f(X2) ’

d.h. jedes y€Y hat max 1 Urbild x€X mit y=f (x),
d.h. f(x)=f(y) = x=y
#Bsp
\ TN Y
fa—F VN Wertebereich Y kann auch “zu groB” gewahlt sein
b_L——f:——W
| l % £, d.h. fir alle x Element von X
e ‘ existiert genau ein y.....
a—/ y |

2.)surjektiv (Surjektion) (Abb von X auf Y): & ¥Y=f (X),
(d.h. fur V y€Y d mindestens ein x€X: y=f(x)),
d.h.Wertebereich nicht zu groBl gewdhlt

#Bsp

Y auch hier:f, d.h. V xex 3, y.....

Q
| —1
™~

3.)bijektiv oder Bijektion: & f ist injektiv und surjektiv
Zu jedem y€Y gibt es genau ein x€X mit f (x)=y.
In diesem Fall heiBt die Funktion/Abb. f':Y—> X definiert durch
fl(y) :=x fur y=f(x) die Umkehrabbildung oder Umkehrfunktion oder
inverse Funktion zu f, yax, wobei x dasjenige Element aus X
sei, flir das y=f(x) gilt.
Eine Bijektion f: X—>X heilt Permutation von X

f,d.h.jedem x€X ist genau ein y€Y zu
geordnet, V y€Y auf Grund der
Eigenschaft surjektiv.

Bem:1.)Falls f nicht bijektiv,
so existiert keine Umkehrfunktion auf Y
2.)Achtung:f*(B) Urbild ist verschieden von f*(x) der
Umkehrfunktion

Bsp:1.)f: Z->N mit f(z)=z° ist weder injektiv
(denn f(-z)=(-z)?=f(z) V z&€Z) noch surjektiv
(denn z.B. hat 3 kein Urbild, #z%=3: z€&Z)

2.)f: RoR"(:={re R |r=0}), die jeder Zahl ihren absoluten Betrag
zuordnet, ist nicht injektiv, aber surjektiv.

200



3.)Abb der Menge {1,2,3} in sich mit f£(1)=1, f£(2)=3, f£(3)=2 ist
sowohl injektiv als auch surjektiv, also bijektiv.
4.)A={a,b,c,d}, B={1,2,3} bzw B={1,2,3,4}

a—>»1 a—»l a—>»l a—» 1
b:::;'Z b—» 2 b—»2 b;;;;'Z
C 3 C 3 C 3
d///,v d//)' d:><14 d
surjektiv keine bijektiv f(A)={1,2}#B
f({a})={1} Funktion

f({a,b})={1,2} kein Bild
£ ({1, 2})={a,b,c} von C
£ (B})=

L0.2.1(201) Vor: X endliche Menge. f: X— X
Aussage: a) f injektiv b)f surjektiv c¢) f bijektiv sind adquivalent.
Bew: X={Xi,%Xs,..,%,}, neN.

a)= b): f injektiv = {f(x1),f(x2)..,f(x,)}cX hat n Elemente =
{f(x1),£(x2)... (XQ}:X = f surjektiv
b)= c): f surjektiv = {f(xl),f( )., (%)} hat n Elemente =
a)b)

die n Elemente missen verschieden sein = f injektiv=
a)
f bijektiv
c)> a): c): £ bij. = £ inj

S0.2.2(201)
Es sei eine bijektive Abbildung f:X—>Y mit Umkehrfunktion
ft:Y->X gegeben, dann gilt:
£1(f(x))=x V x€X und f(fl(y))=y V yeY
Bew:Seil xX€X baf. Setze y=f(x), d.h. nach Def ist x=f"' (y)= T(f(x))
Sei y€Y baf. = d xeX mit f(x)=y,d.h. x=f*(y), f(x)= £(£*(y))
f bij

A0.2.9 Gegeben sei die Funktion f:{1,2,3,4,5}—{1,3,5,7} mit
f£(1)=1, £(2)=3, £(3)=7, £(4)=7, £(5)=5.
Bestimme £ ({1,2,3}),£f"({3}), £({5}), £7({5,7})
Ist £ injektiv, surjektiv, bijektiv?
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Ist fmlﬁ} injektiv, surjektiv, bijektiv?
Los:£({1,2,3})={£(1),£(2),£(3)}={1,3,7},

£ ({3})={x€{1,2,3,4,5} 1 £(x)=3}={2},

£ ({5})={x€{1,2,3,4,5} 1 £(x)=5}={5}

£ ({5,7})={x€{1,2,3,4,5} 1 £(x)={5,7}}={5,3,4}

f injektiv? I x,,x,€{1,2,3,4,5} mit x;#¥x,:3#4 mit f(x;)=f(x;):
£(3)=7, £(4)=7, £(3)=f(4)=7 = f nicht injektiv

f surjekiv? Sei X={1,2,3,4,5},Y={1,3,5,7}
V yeYy={1,3,5,7} d mindestens ein x€X mit f (x)=y:
f(1)=1, £(2)=3, £(3)=7, £(4)=7, £(5)=5
f ist surjektiv (fir y=7 existieren sogar 2 Elemente
aus X mit f(x)=y)

f bijektiv? Nein, da f nicht injektiv (£(3)=f(4)).

ﬁHQB} injektiv? X'={1,2,3},f(1)=1, f£(2)=3, £(3)=7,

Y={1,3,5,7} V x;,xEX" und x;#x,:f (x1) #f (x,) Ja!
ﬁhlﬁ} surjektiv?Y=f(X’), f(x)#5 fir x€{l,2,3} Nein!

ﬂhlﬁ} bijektiv? fmlﬁ} ist injektiv und nicht surjektiv = Nein!

A0.2.10 Gebe an/zeige: Eine Abbildung f von X nach Y ist genau
dann injektiv/nicht injektiv, wenn gilt:

a)x,x’'€eX und x#x’ folgt f£(x)#f(x")
Los:injektiv

b)Gibt es zu jedem y€Y hochstens ein x€X mit f(x)=y so ist f
injektiv

c)Gibt es zu jedem x€X genau ein y€Y mit f(x)=y, so ist f trotzdem
nicht injektiv.

d)Wenn flir x,x’'€X mit f(x)=f(x’), x=x’" ist, so ist f injektiv

e) Gibt es eine surjektive f:[0,1]—[0,1]°7

£ (x)= {x, falls x €[0,1)

Los: = i
0, fallsx =1

=>ja

A0.2.11 Welche der folgenden Abbildungen von R in sich sind
injektiv, welche sind surjektiv?
f(x)=x3, f(x)=ax?+bx+c (a#0), f(x)=|x|, f(x)=e*.

A0.2.12 Gegeben sei eine Menge M#® und deren Potenzmenge P (M) .
a)Bestimme eine injektive Abbildung f:M— P (M) .
Los:# {x}eEMeP (M) .
# Beil der injektiven Abbildung miissen nicht alle Elemente von P (M)
# abgebildet werden
f(x)={x} = £ (x)=f(x;) folgt {x:}={x} = x;=x;

b) Beweise, dass es keine surjektive Abbildung g: M— P (M) geben kann.
Hinweis:Betrachte die Menge A={xXEM|x#g(x)}
Bew:# Bsp: M={1,2,3} =

# Pm)={@, {1},{2},{3},{1,2}{1,3}{2,3},{1,2,3}}
# Sei x€M, g surjektiv —

# g(x)ye{o, {1},{2},{3}{1,2}{1,3}+{2,3},{1,2,3}}
# x#g(x)e{o,{1,2}{1,3}{2,3},{1,2,3}}=A
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# g surjektiv — I x,=2€M mit g(2)€A = 2#g(2),

# Bsp: g(2)={2,3}€A

# x=2€A={®@,{1,2}{1,3}{2,3},{1,2,3}} S 2¢g( )EL =

# 2¢A = Widerspruch \

# oder ~

# %o=2#{@, (1,2}1{1,3}1{2,3},{1,2,3}}=A = 2=g(2)€A = Widerspruch
# RAPAPRPRP RS

Annahme...Es existiert eine solche Abb g:M— P (M) surjektiv.
Sei A={xE€EM|x#g(x)}.
g surjektiv = I xEM mit g(xo) €A #d.h. x#g (X)) } #,
da P (M) auBer allen x€M noch weitere Elemente enthalt und diese wegen
Surjektivitat einen Partner in M haben missen.
Dann ist xX,€A = Xi#g(Xg) €EA.
oder x¢&A = x¢=0(xy)€A = Widerspruch
Annahme einer surjektiven Funktion g:M— P (M) muss also falsch
gewesen sein. (...auch fur o groke P (M) richtig, # deshalb obige
# Beweisfihrung, in o kann nicht argumentiert werden, dass M weniger

# Elemente hat als P (M))

D0.2.5(202) Seien f: X—Y und g:Y—Z vorgegeben, dann heilt die Abb.gof:
X—7 definiert durch x g(f(x)) V x€X die zusammengesetzte oder
verkettete Funktion aus f und g (Komposition von f mit qg)

Bsp:

Bem:1.)e® Die Komposition ist assoziativ:

(hog)of= ho(gof); fo(goh) = (fog)oh
Bew: Sei h:X-Y, g: Y—=Z, f: Z-W, x€&X.
fo(goh) (x) = f(goh) (x)) = £f(g(h(x))) = fog(h(x)) =
D025 D025 D025 D025
(fog) oh (x)

®® aber nicht kommutativ
gof#fog (siehe auch A0.2.15 S 205)

2.)Sind f:X-Y und g:Y—Z bijektive Abb, dann ist auch
gof:X—7 bijektiv und die Umkehrfunktion (gof) ':Z—X
ist gegeben durch (gof)-'=fog}’

Orientierungssjkizze-~ -~ /
X e )/ Z
P /
- /
1 g™ m, . a Agof) (1) U
2 fi(e) — —£(1) b ”%""” v
3 b “~g<w glc) W
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A0.2. 13 Es seien f:X—=Y und g:Y—Z7 Funktionen. Zeige:

a)f surjektiv, gof injektiv = g injektiv

)g injektiv,gof surjektiv = surjektiv

)Aus gof injektiv = f injektiv

)Aus gof surjektiv = g surjektiv

)Sind f und g injektiv = gof injektiv

Bew: f: X-Y, g: Y—Z, x,x‘€X, -
gof injektiv falls gilt: gof (x)=gof(x') = x=x

wie folgt
x=x' = f(x)=f(x")
fmjektzv T~ _
gof (x)=g (f(x)) Tl = gy =g(f(x")) =
y ginjektivundy; ( =f(x")=y" y'
9(¥) = gly') =2 y=v' =
g injektiv
y= f(x)=f(x")=y’ > x=x"'
f injektiv
f)Sind £ und g surjektiv = gof surjektiv
Bew: z€7Z, 3 vEY: f(y)=z V z€Z. = xXEX: g(x) = vy V yey
g sur}ektiv f suri;ktiv g sur}ektiv

= fog(x)=f(g(x))=f(y)=z = fog surjektiv

f surjektiv

g)Folgere aus c) und d) :f,g bijektiv = gof bijektiv und
zeige, dass dann (gof) '=flog™

D0.2.6(203) Seien X,Y beliebige Mengen #© und AcX und Funktionen gegeben
f: XY g: A-Y, dann heilt
1.)idy: X=X mit x x V x€X die Identitat auf X oder
identische Abb. auf X
.)g die Restriktion (oder Einschrankung)von f auf A:e
g(x)=f(x) V x€A. Bez: g=f |,
3.)f eine Fortsetzung von g von A auf X: < g= f|A ??? von A auf X
4.)Wenn eine Funktion f:X—Y bijektiv, dann gilt flof=id,
und fof*=idy

N

Bem:1.)id, ist bijektiv und id,* = id,
2.)f: X-Y ist injektiv & f£(A)Nf(B)=f (ANB) V A,BcX

//(107)Eigenschaften von Bild und Urbild einer Funktion f //
//b)f (ANB) Ci_c(A)f?f(B) vV A,Bcx //
Bew:“=>"“ Stets gilt f(AABMESf (A)Nf (B).
sei yef(A)Nf(B) ,5 X,€R, X,E€B A y=f (x1)=f(x;) =
AN 7/ - — = L
. /. flrl,lekﬁv - f injektiv
s -
X1= \\/ A
XQEAF‘\B =< yezf(AmB) > £(A)Nf(B)Cf(ANB) =
f(A)NEf (B) M- fAEABR)"~ "~~~

W&V falsche Annahme:
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f(ANB)=f (A)Nf(B) VY A,BCX,
X, X,EX, x,#%,, A=[xi}, B=[x,} = AnB=0, f(ANB)=0
SN A f nicht injektiv =
\ £(A)=f (x;)=f (x,)=f (B)=y =
f(A)NE(B)={y}#0 =
= Annahme f (ANB)=f(A)NEf(B) V A,BcX falsch =
X17£Xy, f(x1)#f(x) = f: XY ist injektiv

3.)f: XY bijektiv g: Y—Z bijektiv =
® gof: X—7Z bijektiv und ee (gof)™* = flog™
Bew:® f(X)=Y, g(Y)=Z2 = (gof) (X)=Z2 = gof surjektiv

A Wahle (gof) (x1) = (gof) (x2) = g(f(x)))= g(f(x,))=
: Y1 Y2

I f(x)=f(x,) = X=X, = gof injektiv

|

[
= gof bijektiv
| o0 y=f(x), z
(

: V),
| = (gof) ™ = flogt
|
Andere Pormulierung:
//D0.2.4q (203) X, YZ0 & AcX & f: X=Y g: A=Y //
// v 1.)id.: X=X mit x x V x€X
Bew: Definiere F=(gof) und G=f'og™ dann ist z.z., dass
F bijektiv mit Umkehrabb G. F:X—Z, G:Z-X.
F(X)=gof (X)=g(f(X))=g(Y)=Z, d.h. F ist surjektiv
Andererseits gilt fir x€X S
G(F(x))=G(gof (x))=f(g *(g(f(x)))=f"(f(x))=x, d.h.

=f(x)
GoF=1idy = F ist injektiv #miisste das nicht bewiesen werden?
D0.2.61)
Also ist F bijektiv mit Umkehrabb F':Z2-X, wobei F(x)=z &
x=F"'(z). Beachte, dass gilt G(z)=G(F(x))=x=F"1(z)

A0.2.14 f:X->Y. Zeige: f surjektiv & 3 g:Y—>X mit fog;idY
//D0.2.6(203) Seien X,Y beliebige Mengen ¢®/qu,AEX und Funktionen
gegeben [ —

// f: X=Y g: A-=Y, dann heiﬁp//////7
// 1.)id,: X=X mit x x V x€X% die Ide9{itét auf X oder
// identische Abb. auf X Y,
Los: V=" y = idy(y)=(fog) (v)=f(g(y))=f(x) =
D026 1) T

alle Elemente von Y werden von x erreicht, f ist surjektiv
=" definiere g:Y—-X, g(y)=x (wobei f(x)=y) d.h. zu jedem y
finde ich mindestens ein x da surjektiv.
(fog) (v)=£f (g (y))=£f(x)=y=id,
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A0.2.15 Geg sei eine nichtleere Menge X und 2 Funktionen
f,g:X—>X. Beweise oder widerlege: Es gilt stets fog=gof

//D0.2.3(106) / 7
//1.)Seien X,& Mengen #Q@. Eine (eindeutige ) Abbildung oder Funktion f
// von X in Y oder von X nach Y ist eine Relafion von X zu Y (fcXxY)
// mit deﬂ/Eigenschaft: V xeX: 3 genag/eiﬁ/(ﬂl) yEY mit (x,y)€Ef
//3.)Beil geé Funktion f: X—Y heiBlt _ —
/ b)Y der Wertebereich oder Wettevorrat oder Bildbereich von f
L&s: #Wertebereich muss nic@;/giéich X sein

Setze z.B.:X={0,1} und definiere

f(g(0))=£(g«1))=£(1)=0 A g(£(0))=g(£(1))=g(0)=1 =
fog#gof— !'!!
/

A0.2.16
a) Gegeben: f:A-B, A;CA, B;CB.
Beweise: A;Cfr(f(A;)).
Loés:Seil x€A;. Def y=f(x) A Bi=f(A;) = £ (B))={z€A|f (x)=y=f (z)EB,}
=T T YEB,

= x erfiilllt die Bedinglng f(z)€B,, denn f (x)=yEB, =

XEE (B )=t (£ (AD))

fr(f(A))=A gilt im Allgemeinen nicht. Gegenbeispiel siehe b)
#Lo6s: Bsp A B A={2,3,4}

11— _a — f(n)={a,c) — F(f(A))={2,3,4,6)
: - A={2,3,4)cf (f(A))={2,3,4,6)}

Sei x€A; baf = yef(p) AN f(x)=y =
3 xeh,:f 1t (y)=x V (I x'€A\A,:f(y)=x" A T x€A,:f ' (y)=x)
= XEAl A XEf_l(f(Al)) = Alcf_l(f(Al) ) .

b)Geg: X,Y Mengen #@, f: X-Y, ACX, BCY, f(A)=[(f(x)|x€EA]
Zeige: f7' (B)={x€X| f(x)€EB|
=
f(f'(B))=B gilt im allgemeinen nicht. Gegenbeispiel
Bew: Sei %é{xl,xﬂ, Y={yi, 2], mit xi#x,, yi#y>
A"f2X>Y definiert durch f(x:)=f(x;)=y: (d.h. £(X)=vy1),

—

A A={x1}\CX,\\u\nd B = Yz{er Yz} =
~ - Bcy

Gegenbeispiel: T~
£ (£ (B)) =7 ([ya)) =[x1, %) =X#A A T(£72(B)) =F (|x;,%,| ) =[y:]#B
- _=x

f(A))=A V AcX & f injektiv
1(B))=B V BcY e f surjektiv

c)f ist injektiv & f( nM)=n £(M) V ScP(X),S#0

MeS MeSs
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//D0.2.6 Bem: 2.) (203)f: X—=Y ist injektiv < f(A)Nf(B)=f(ANB) VA,BcX//

//(107)Eigenschaften von Bild und Urbild einer Funktion f//
//b) £ (ANB)cf (A)NE(B) V A,BcX,
// f(n Mycn £(M), McX

MEeS MeS

Bew:“"<Y (£ (A)Nf (B) = f (ANB)) = N EM—f( ) o .
D0.2.6 Bem 2 S=A,B; beliebige A,Bex ™° Mes

injektiv

,=" Sei ScP(X), S#© bel. = f(nMcn £(M).

(107)b) Mes Mes
Noch z.z. £f( nM)D n £(M) wie folgt
MeS MeS
ye n £(M) & VwMes:yef(M) &
Mes Def N Def Bild
V MeS I xy€M mit y=f (xy) ot V MeS d xeM mit y=f(x) und
f injektiv
zwar
dasselbe x V MeS
»<=“klar
=0 T(x, )=f(Xx, ) & X, =X
M M f injektiv M M
o d x€ nMmit y=f(x) © yvEf( N M)
MeS MeS
Bem: Es wurde sogar n f£f(M)=f( n M) bewiesen

MeS MeS

A0.2.17 f:X—>Y. Zeige dass immer gilt foidy=f und idyof=f

A0.2.18 f:X—>Y bij und f*' die Umkehrfkt.
Zeige fof™t = idy, flof= id,

A0.2.19 Sei angenommen, daBl eine Funktion g:Y X existiert, sodass
fog=idy, gof= id,. Zeige, dass dann f bijektiv und g=f"' ist.
Was kann man schlieBen, wenn nur fog=idy oder gof= id, gilt?

S0.2.3(206)
Vor:Sei f: X—Y eine bijektive Funktion mit Umkehrfunktion f™': Y-X
Beh:flof= id, und fof'= id, oder

(flof) (x)=x V x€EX und (fof™) (y)=y V ye€Y

d.h. £ (f(x))=x V x€X und f(f'(y))=y V yeEY
Bew: Seili x€X beliebig und setze y:=f (x) = x=f"1(y)
f bijektiv
= x=f1(f(x)), flf= id,
Analog sei y€Y, Setze x=f'(y) = y=f(x)=f(f'(y) d.h. fof'=id,

S0.2.4 (200)
a) Sei f: X—>Y umkehrbar (invertierbar), dann ist die inverse

Abbildung g eindeutig bestimmt.
//D0.2.5 Bem:1.)® (hog)of= ho(gof); fo(goh) = (fog)oh
// ee gof#fog
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Bew: h,g: X—Y inverse Abbildungen, zu zeigen h=g
g= g I, = g° (feh ) = (gof ) ch =1, °h =h = g=h
D0.2.5Bem1
Nebenrechnung.. ge [, =g...Sei y€Y = ge [, (y)=g(I; (y)=g(y)
y y

y
Analog.. I, ch =h

b) f: X->Y ist invers (umkehrbar) < f ist bijektiv
Siehe auch A0.2.20

Bew:”=" f invertierbar, zu zeigen f ® injektiv & ® ® surjektiv
Sei g die inverse Abb auf X. - -

o Sel x,x"€X,f(x) = f(x")= x=g(f(x))=g(f(x"))= g°of (x")=x’
f injktiv, soferndannx=x"
= g Injektiv
oo V VEY: x= g (Y)EX = V ye€Y T x€X : £(x)=f(g(y))= fog (y)=y
inverse Abb zu f
= f surj.
7e" Sei yeEY = d Urbild zu y V yeY: x€X, f(x)=y
~ f-bijektiv zf surjektiv
= d, selches x, benannt g(y).
f bijektiv = f injektiv
So definieren wir eine Abb g: Y—X.
zu zelgen g ist invers zu f: X—=Y ist invertierbar <& 3 g: Y—-X:
sei x€X, f(g(f(x)))=f(x") = x=x'= x=g(£(x))= g°f(x) =
X' f bijektiv = f injektiv x beliebig
gof ZIdx
Umgekehrt f(g(y))=y gilt nach Konstruktion V y€Y, also fog =1,
y
A0.2.20

Es seien X,Y Mengen #© und f:X—Y eine Abbildung. Zeige:
a)f ist injektiv & I g:Y—>X mit gof=id,

Zunachst einige ,Spielereien™:

f injektif
X: f Y: X: g Y
1—pa 1 4 a f(l)=a, g(f(l))=g(a)=1l, gof(l)=id;=1
2 —PDb 2 44— D £(2)=b, g(f(2))=g(b)=2, gof(2)=1id,=2
3-—Pc 3 1hj4* c f(3)=c, g(f(3))=g(c)=3, gof(3)=id;=3

d - d g(d)=3
f nicht inf . von b aus ist nur 1 Pfeil mdglich,
X: f Y: X: Y - / denn g ist Funktion
1—Ppa 1 a f(l)za, g(f(l))=g(a)=1, gof=id;=1
2 ——;ﬂ)b 2 b f£(2)=b, g(f(2))=g(b)=2, gof=id,=2
3 c 3 c f£(3)=b, g(f(3))=g(b)=2, gof (3)=2#1d;

d d g(c)und g(d) &andern nichts
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2#3, geht der Pfeil statt von b nach 2, von b nach 3,
f(2)=£(3) andert am Sachverhalt nichts

Bew:,=, Sei f injektiv = V y€f(X) I genau ein x,EX:f (x,)=y
Y wahle auBerdem noch ein x*€X fest
(mbglich, da X #0©) Def g:Y—=X,
()= x,.falls y = f(x) -7
IWIT v falls y& F(X)dhyEY\ F(X)
Sei x€X beliebig = (gof) (x)= go f(x) =x, da
=:y €f(X)
f(x)=y, d.h. x,=x (beachte: x, ist eindeutig)
= gl(y)=x da f(x)=y V xeX =

x bel
gof=id,.. beachte Def und Wertebereich wvon

gof und id, sind gleich
,<=,:d g: Y>X mit gof= idy, d.h. Z.z:f injektiv,
d.h.z.z. V x,,x, mit x:#x, ® f(x;)#f(x;), d.h. genauso auch
f(x)=f(x2) = x=%;
Seien xi,x,EX mit f (x;)=f(x;) =

x:=1dx(x1) = (gof) (x1) =g (£ (x1) ) =g (£ (x2) ) = (gof) (x2) = 1dx(x2) =%,
Vor Vor
Sei x€X bel = gof(x)= g( f(x) )=x, da f(x)=y, d.h. x,/=x
=:y €f(X)
(beachte das x, ist eindeutig) = gof=id,
x bel

(Beachte: Definitionsbereich und Wertemenge/Zielmenge der
beiden f und g sind gleich).

b) f surjektiv © d h:Y—=X mit foh = id, (h heiRt Rechtsinverses)
Bew:Skizze siehe bei Def fir Surjektion
“=, Sei f surjektiv = V yey I x,&€X: f(xy)=y. Dies ist mdéglich, da
f surjektiv.
Sei ein xy fixiert(es gibt viele).
Sei h: Y—X, h(y):=xy= (foh) (y)= f(xy)=y = foh=id,
»<, 3 h: Y>X mit foh = id,
Z.z.: £ surjektiv, d.h. V yey 3 xeX: f(x)=y.
Definiere h(y)=xy. Sei y€Y beliebig,
Setze x:=h(y) = x€X = f(xy)=f(h(y))=(foh) (y)=1id,(y)=y = foh=id,
Beachte:Def und Wertebereich von f,h und id, sind gleich) d.h.
V yey 34 xeX: f(x)=y

c)f bijektiv & I g:Y—>X mit gof=id, A fog=id,.
Dieses g ist, falls vorhanden, eindeutig bestimmt.
//D0.2.4(200) Eine Abbildung(Funktion) f: X—Y heilt

// 3.)bijektiv oder Bijektion: & f ist injektiv und surjektiv

// Zu jedem y€Y gibt es genau ein x€X mit f (x)=y.

// In diesem Fall heiBt die Funktion/Abb. f':Y—> X definiert durch
// f1(y) :=x fur y=f(x) die Umkehrabbildung oder Umkehrfunktion oder
// inverse Funktion zu f, y x, wobei x dasjenige Element aus X
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// sei, fiir das y=f(x) gilt.
Beh(.) f bijektiv & 3 g: Y—=X mit gof=id, A fog=id,
(..) dieses g ist eindeutig
Bew(.):%“=, 1. Mobglichkeit:
Wahle g=f':Y>X = gof = flof=id,, fog =fof'=id,
2. Moglichkeit:
f injektiv A surjektiv =
3 g: Y>X mit gof = id, (nach a))
A
3 h: Y->X mit foh = id, (nach b). Genliigt z.z. h=g.
Dies gilt, da h=id.oh=(gof)oh=go (foh)=goid,=g
~<, klar nach a), b).
3 g: ¥Y>X mit gof = id, und fog=id, ..

surjektiv A injektiv....bijektiv
Bew (..)Eindeutigkeit wvon g:
Sei g :Y-X mit gof=7g of=1id;, fog=fo g =id,
Z.z: g =g

Bew: g =idso g =(gof)o g =go(fo g )=goid,=g

A0.2.21 Sei M #@ eine Menge von Mengen. Die Relation ~ auf M
sel wie folgt definiert:
* M;~M, : © es existiert eine bijektive Abbildung f: M;—M,
Zeige, dass ~ eine AR auf M ist
//D0.2.6 (203) Bem:3.)f: X—=Y bijektiv g: Y—=Z bijektiv //
// = gof: X—Z bijektiv und (gof)™* = flog?//
Uberlegungen:
~ ist nach Definition der Relation eine Teilmenge von Mengen von M.
Teilmengen ~ von M kénnen willkirlich oder mit Vorschriften/Regeln

gebildet werden. Hier Regel *: zwischen je 2 Mengen aus M muss es nach

#
#
#
#
# * eine wrd eine bijektive Abb verlangt
# (gibt es nicht notwendig fiur alle). Also:
# Wahle beliebige Miusgewsnit€EM. Mpis: I Mausgewsnie 2 My =
bij Abb
#  Mausgewsinit & Mpiy € ~
Bew: (.) ~ 1ist reflexiv, d.h. M~M V MeM, denn idy: M—-M ist bijektiv.

# Uberlegung: M.ucgewanit—Mpis=Mapsgewanie 1St trivial bijektiv..

# Regel * erfullt !

(..) ~ ist symmetrisch, V M,,M,e M. M, ~M, = M,~M,
Bew:Sei Mi~M, D? 3 pij £f: M>M, = f': M,>M, bijektiv D? My~ M,

ef ~ ef ~
(. .. ) ~ 1ist transitiv, d.h. V Ml,M2,M3€ M: M1~M2~M3 = M1~M3,
Bew:Seil M1~M2 und M2~M3 = 3 bljektlve f: M1_>M2, g: M2_>M3
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=
Bem3 gof: M;—M; bijektiv = M;~M;
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