Al. 6.1 Z.z.: In |z:+z;|=Z|z:|+]2,| gilt das ,=% wenn
Re (z,z, ) >0 und Im(z,z, )=0

Bew: | z,+2,|?=(z.+2; y=lz1 |+ 221%4212, +2, 2,=

— < —
|z, 1%+ 2,1 *+2Re (212, ) T |23 421 ziz, 1=l 1zl + 22| |7
- 2 - 2 -\ _ N
* Wy W | 71z, |=\/Re (2122) + Im (2122) :|Re (le2 ) |=Re (le2 )
=0

* W\ — - Re2(zlz) + ImZ(ZlZ_Z)
<=“Re(zi1z, )=12z12z, |= - 1=
=0= Im(z;2,)=0

Al.6.2 Berechne Betrag, Real- und Imagindrteil folgender komplexer
Zahlen (fir ein z=x+iy€C, fiir welches der Nenner verschwindet)

1+
z?, 1/z, z

-z

Al1.6.3 Zeige: Fir K=C kann es keine Teilmenge K. geben, welche die
Axiome (0l)-(03) erfullt, d.h. C kann nicht zu einem geordneten
Korper gemacht werden.

Al.6.4 Zeige:Ist z€C, und |z|=0, so folgt z=0 (also Re z=Im z=0)

Al.6.5 Zeige fUr x., X, yi, V:€R:
a) (x1X,+y1V2) = (X12+Y12) (X22+Y22) = (X1Y2—X2Y1) ’< (X12+Y12) (X22+Y22)
LES: (X:XH+Y1Y2) 2=x12x22+2;1X2y1y2+y12y22, n
|
|

/
(X12+Y12) (X22+Y22) 7/(X1YZ_X2Y1) = |
X173, 430 Y Y RO Y Y (Y 23 Yooy 4307y ) =

<
X12X22+Y12Y22+2X1Y2X2Y1: (X1X2FV1V2) : b , (X12‘|‘Y12) (X22+Y22)
(X192 - x,31)° 20

b)Benutze a) um zu zeigen, daB |z:+z,|<|z.|+|z,| ¥V z,,2z,€C
Anleitung:Quadriere beide Seiten

LOs: | z1+ 2z, | = | i+ iyi+xo+1iys | = | xi+xo+1 (yit+ys) 7= (x0+%,) 2+ (yat+ys) °=
X2+ 2R %o+ X Y P2 Y1 Yot Y =R Y P2 (Kot YY) HXRAH Y
~ 1
~ Z. |l z %2+ 7y} %2 + 92
(|Zl|+|Z2T>‘23i21|2+12M+|22 2=x12+y12+2\/ 1 \/ 2TV %% yLR.
| >0

Blelbt Z.Z. X1X2+§1y2s‘l/(xf + yi) (Xg + yi) .

Annahme x1x2+y1y2>\/(xf + v (xzi‘yj) =0

—_——

Al1.6.6 Zeige fur z€C und ceR gilt:
a)Re iz=-Im =z

b) @ H=(z)" @z H=c(z)"
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Al.6.7
Fiir reelle Zahlen a,b,c mit a#0 und z€C gilt:

a)zeige:
-b +4b° - dac
2—,falls fc < b
az’+bz+c=0 < d ,
-b tivdac - b’ ,
,fallsdac > b
2a
Anleitung: Zeige zundchst az’+bz+c=a(z+b/2a)?+c-b?/4a.
2 2 2 2
Bew:0=az2+bz+c=a(z2+£z+ b- _ b )+c:a(z+£)2_b fo o a(z+£)2:b SN
a 4a”  4a“ 2a 4a 2a 4a
2
(z+£ ) »_ Db dac
2a 4a2
2 2 _
1.Fall:b?-dac>0 = 2 7 %C 55 o 4 2 4 [0 - dac
4a° 2a 43°
g=-b + b’ - dac
2a
- hH2 : W2
2.Fall:b’~dac<0 o z+2—+j [|dac-b" o B _#Hidac-b
2a 4a® 2a +a
y—- b *ivdac - b’
2a

b) Zzeige :Fir z,8eC mit z=x+iy, (x,y€ER) gilt:

_Ez o E + ( fx+| +l (sgn y) /—x+| Z|

Lés: ="
E:=s+it mit s,teR, z=£? & z=x+iy=(s+it)?=s’+2ist-t? & x=s?-t?
und y=2st ——-—________
1.Fall:y=0 © x=s?-t? und (s=0 o®er t=0) = x=s? ociler_x_——t2 s

| (x>0 und s:=%*.x) od’e’r_(x <0 und t:—-"J_X_
v (x>0 und E==*.x) oder,(x <0 und E==*1i.—-x

T 2
2.Fall:y#0 < x=s’-t? und t=(—) Lo x=g2- Y und t=-L
Y 452 2s
< 4s*-4s’x-y*=0 und t=— Y = 4u’-4uy-y°=0 und =2 o
2s u=s? 2s

_4x £4J16x7 +16y° _4x £47

2 .4 2 -4
(- kann nicht benutzt werden, da |z]| >|x| >x und s=+u €R) &

< 2
+
52=u=X2|Z| und t=l *tzl” yng t— /x+|z|
2s

yWExt [z 1)/ 2 yex+ |z |
x+|z]| und t=+ 4+ [ X2+ | 2 |2 =+ _‘_\/»2 =
x Ty

Il
4+

2

+(sign y)(-x+1z|)/2 & E==* Tii(sign y) ;

“e%" ausquadrieren, nachrechnen
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c)Berechne alle z€C, fir die gilt z’=1. Anleitung:z’-1=(z-1) (...)
-1+iV-3

2

18s:2°-1=0 © (z-1) (z2-2z+1)=0 & z=1 oder z?2+z+1=0 & z=

:ﬂ oder z=1 oder Z:ﬂ
2 2

Al.6.8 Man stelle die folgenden komplexen Zahlen in der Form
x+iy mit x,y€ER dar und berechne deren Betrige:

a)i® (n€l)
1fallsn = 4k 1 =1+ 01
. . i, fallsn =4k +1 ) i =0+1i
Los:Beh:i"= mit k€Z, und ,
-1, fallsn =4k + 2 -1 =-1+ 01
-i,fallsn =4k + 3 -1 =0+ (-Di
i%k= (1) *=1%=1, da i*=(i?)*=(-1)°=1, idl=4 *i%k =1 °*1=i,
142=42 *i%k =(-1) °1=-1, 1i%*"=1i° *i%=4i° *1=(-1)i=-1
Betrag: |i"|=1, da [1]=1, |i|=1, |-1|=1 oder man benutzt
|z®|=]z|* V n€Z, (Bew: n=>0:Induktion nach n,
n<0:[1/z™|=|(1/z)™|=11/z|™ =]z|")
b) (1+1)*
Los:=[(1+1)2]1%=[(1+2i+i?]%=(21)?%=2%i%=-4=-4+01,
| (1+1)*1=1-4|=4
) 1
c
@ - 1
1 ' 8+ 6i
Los:= -= L 8+61:—7———4—-A§ifg_ 2/2 5+4§—1
9- 6 +i° 8- 6i8+61 8 -(6)° 100 50
EER N
= =1/10
G - 1| s - ||8-6|
(1+ i)
d)
(1- 1)
1+ 1)°0 + i) e
L=t D @I @+ 9y gy 459201 /8 (-4)2m2=2404
(1-1°a+ 3’ 2’
l .\ 5
( +1)3=|2|=2
(1- 1)

Al.6.9 Zeige:
a)Fir beliebige Zahlen z,we C gilt: |z+w|+|z-w|?=2(|z|%+|w]|?)

Bew: |Zl+22|2=(21+22) (Z1 + Z2)= (Zl+ZZ) (Z‘l’Z)ZZlZ‘}'ZlZ +E];_,722 +ZZZ

=z12Z2

=|z,|*+2Re (z1z, ) +12z,1*> V¥ z,,2,€C =

2 - .. 2
w eV C(lz1™2Re(z D) + Wl + (12|42 RS EE W) =Wl o) o e

=z 4+ w =- Re (zw) =|w]
2(lz|*+|wl?) V zweC
Andere Formulierung:
Bew: (z+w) (z + w) +(2-W) (2 - w)=(2+W) (z+w )+ (2-W) (=~ w )=
2ot 2w tWZ W tZ2 2 W —Zw tWow =2 |z |?+2 | w2,
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Al.6.10

Gegeben sei die Funktion f:{z€C:Im(z)>0}—-{z€C:|z|<1}, f(z)=z;%
Z 1
Beweise, dass f bijektiv ist und bestimme die Umkehrfunktion.
f
Lés:H:={z€C:Im(z)>0}, E:={z€C:|z|<1l}, f:H-E, f(z):z;?
Z 1
Nebenrechnung w=2" %=Z+J’i21=1— 21' = 2l'=1—w =
Z + 1 z+ 1 z+1 z+ 1
z+1 1 21 , 21 - 11 - w) 14 1w
= = 7= —-1= =
21 1-w 1-w 1-w 1-w
Definiere g:E—H, g(w)=l+lw='l+w
1-w 1-w
Dann gilt:
(.,)E(H)CE:
Es seil z=(x+iy)€H, d.h. x€R, y>0 =
S XAy - %Ay +l-2
£(z) = A XD K PV A <
z+ il x"+(y+1)° x"+y +1+2y >0
d.h. f(z)e€E
(..)g(E)cH:
Es sei |w|<l. Z.z Im(g(w))>0. Es gilt:
Tm(g (w))=Tm(i— = )=m(i = 01" W) =gl mrv-u
1-w l1-wil-w - | 1 - w |
1- 42T 1- ’
“Tm(i | w | l2m(W): IWI2 >
| 1- w | | 1- w | Iwi<i
* w=u+tiv; (l-w) (- )=(l-u-iv) (1-u+iv)=(1l-u)?+v’=|1l-u-iv|?=
| 1-w|?
(...)f surjektiv, da V we€E:
i1+w—' 1+w_1 1+w-1+w
1- w 1- w 1-w
f = = =
“ﬂm)1+w o 1l+w 1+w+l-w
i + +1
1-w 1-w 1-w
(....)f ist injektiv, da aus f(z;)=f(z,) flur =z,,z,€H folgt

g(f(zi))=g(f(z,)) = z,=z,. Also ist f bijektiv mit
Umkehrfunktion g
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b) Zu jedem z€C existieren eine reelle Zahl r=0 und eine komplexe
Zahl w mit |w|=1, sodass z=rw ist. Sind r und w eindeutig bestimmt?
z/rfallsr #0

Los:Definition r:=|z]| und w:= = r=0 und |w|=1,
- lfallsr =0
denn |w|=|z/r|=|z|/73+z;jr=1 fur r#0, sowie z=rw (Existenz z)
Eindeutigkeit: T~
1.Fall z#0: Sel riw;=z=r,w, = I:ETT1|:|Z/Wi|=|Z|/|W1|=|Z|,

=
analog r,=|z| = r;=r,#0 = riw;=rw, ~ Wi=W,.
#

Also r und w sind hier eindeutig.
2.Fall z=0: r ist eindeutig, Beweis wie im 1.Fall.

w ist nicht eindeutig, z.B. 9- }:=9 . S;;)

r Wy r W2

Al.6.11 Man stelle die folgenden komplexen Zahlen in der Form
x+iy mit x,y€ER dar und berechne deren Betrige:

IR T A T AR RO LI L L L i I LS L

a)

1+1

L\ 2
2+ 1

3-1

b)

C) (1+i)1999.

Al.6.12
Bestimme zu folgenden komplexen Zahlen jeweils Real- und Imagindrteil
sowie deren Betrag:

i-1
(.) -
i+1
. . . . S22 L L o1 g a2
Lés:l 1=1 1 1+1= 1 l)= 1 21+l)=i=>
i+1 i+1-1i+41 1% +1° 2
-1 -1 -1
Re (- =)=0, Im(———)=1, |2 ‘=1
i+1 i+1 i+1
( 3- 4
-3
o (3-4i) @ +3) 3-12+131 9 13,
Los: ; ==~ —+t—1
(1-31) @ + 31 17 - 32 10 10
3 - 4i 3-4i) 1 - 4 244 5
Re l :-i, Im[ l =_3, ‘&: 3 +4 = —
1- 3i 10 1-31) 10" [1- 3] {17 +32 41
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1+i|"

(...) \/—E fiir ne”Z.
1+i 141 {12412
Lés:z= — = |z|=J—:J:=llf:l—=l, lz"[=|z|"=1,
(2 2| (2
1+if? - —1+i
z2=( __L _1+2i=] =i, z’=iz= il , zi=i?=-1 =
V2 2 (2
Zn+4:_zn V nez[ ZSk: (28) k:1 Y ngW:ZV.
1
Re (z%)=1, Im(z®%)=0, Re(28“1)=1m(28“1)=-ﬁ§,
y
8k+2 8k+2 8k+3 1 8k+3 1
Re (z )=0, Im(z )=1, Rel(z )=—-T§, Im(z )=f§- und
\
Fiur v=4,5,6,7:Re (z¥")=-Re (z%"™%), Im(z®")=-Im(z®"*) fur k=2

Al1.6.13 Bestimme alle z€ C mit z*+(2-1)z?=21
Los:z%+ (2-1) z?=0 = z%422%-17?-2i=0 = z?(z%+2)-1(z°+2)=0 >

(z°+2) (_22_1):0 o 2242=0 oder z’-i=0 © z’=-2 oder z’=i o
Zio=%42 {1, Zi=%ty21 weil i?=-1 auch (-i)?=-1 oder

r — 1+i 1+i
P e

Al.6.14 Aquivalenzrelationen?
Ggf Partion, Aquivalenzklassen, Aquvalenzklasse zu x=z=2

a) z~w genau dann, wenn |z|=|w]|
Los: ~ reflexiv, da lzl|=|z|
~ symmetrisch, da |z|=|w| = |w|=]|z]
~ transitiv, da |z|=|w|l & |w|l=|v] = |w|=]|V]

Aquivalenzrelation (da = Aquivalenzrelation)
Aquivalenzklasse zu 2: {z€C]||z|=2}
# Partition: {z€C||z|€R}

b) z~w genau dann, wenn gilt: 3 ¢€[0,2n) mit z=w*el®

Los: ~ reflexiv, da z Z |

fir ®=0
=®'€[0,2m)

~ symmetrisch da z=w*el? = w=wreltre l=z*eIt=z* j(mpm)t;?ﬁﬁ¢ﬂ
e

~ transitiv, da z=w*e & w=vrel = z=vyrel¥elt=yrel W)
Aquivalenzrelation Aquivalenzklasse zu 2: {z€C||z|=2}
# Partition: {z€C]||z]|€R}
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