6.8(3800) Die Gamma-Funktion, Eulersche Summenformel

D6.8.1 (3800) Sei f:[a,b]—C. Dann ist f(x)=u(x)+iv(x) V x€[a,b]. Wir
nennen f Uber [a,b] integrierbar, wenn u und v iber [a,Db]

integrierbar sind und setzen .f f(x)dx=‘f u(x)dx+i‘f v (%) dx.

Bsp 6.8.1

Fur teR, und z=x+iyeC ist

f(t)=t’=e (x+1y) 1og t_nxlog toiylog t_txaiylog t_yx (cos (ylog t)+isin (ylog t))
Also ist per Definition fur O<é§<a

.f t*te” cos(ylog t)dt+1‘f t*le*sin(ylog t)dt.

Beide Integrale auf der rechten Seite haben fiir a—o immer einen Grenzwert.
Dagegen muss x>0 sein, damit auch fir € —0 ein Grenzwert existiert. Wir

sagen deshalb: Das uneigentliche Integral ‘f>t”ﬂe*dt konvergiert fir x=Re
z>0.

D6.8.2(3800) Fir Re z>0 heiBt die Abbildung zbB I (z) mit
I‘(z)=t()t”*e*dt die Gamma-Funktion.

Andere Formulierung:
T :(0,)=(0,x),mit T ( Jf t*'e"*dt heilt Gamma-Funktion.

Bem: ® T (x+1)=xT (x) Vx>0
0 1T (1)=1, I (n+l)=n]I n=n!

A6.8.1 Zeige durch partielle Integration, dass I (z+1l)=zT (z)
V z:Re z>0.

A6.8.2 Berechne I (1) und zeige mit der vorigen Aufgabe, dass

I (n+l)=n! V n€EN,.

S6.8.1 (3800) Eulersche Summenformel
Vor: fECl[l o©), neEN.

1 " 1
A : £ ( — (f £(1 —[t]-=)f’
ussage ) < f dt+ (£ (n)+£( ))+.f (t-[t] > )£/ (t))dt
k+1 1 k+1
Bew: ), f(t)*ldt=(t—k—5»1mt) J‘(t k—zwff( ydt = 22222

n n-1
f:ﬂtnk:Z'(lf(ku)+lf(m)—2:(t—m]~l)f(tnk
; <~ 5 2 - 2
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1 n
Bsp: ©® f(t)=—
Sp (t) P

1 1.1 1
, —=1 +t—+—— [ (t-[t]-=
k09 T2 T, lf (e-lel=3

a\
n

®e 1og n!=) log k, f(t)=log t
k=

§ 1.1
t-[t]- —)-dt
:nlog(n)—n+1+%log(n)+lf( L] 2)t

—cC

=nlog(n)—n+%log(n)+;+0( )

1
2
Die Konstante gzlog«/zn

Stirlingsche Formel: n!I[EJ "\/271/7’1 (1+O(l)
e n

1
] t_2 dt=log n+y+O0(—=)

N|=

und T'® (x)=_f (e*t**log t)dt, n€N, insbesondere ist I'"" (x)>0 und
(0]

somit die I' Funktion strikt konvex.
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