Oft sucht man den Grenzwert eines Quotienten f (x)/g(x). wobei sowohl
Zahler und Nenner gegen 0 gehen, also sozusagen der Grenzwert von der
unbestimmten Form 0/0 ist. Hierzu kann man manchmal die sogenannte
1"Hospitalsche Regel verwenden. Beachte, dass man in manchen Beispielen
die Regel auch mehrmals anwenden kann, falls der Grenzwert des Quotienten
der 1. Ableitungen wieder von der unbestimmten Form 0/0 ist

S5.2.9 (2850)

1.)Grenzwertregel von de 1’Hospital

Vor:Sei -o<a<b<w, I=a,b)cR,
roor

Funktionen f,@:I—>R seien differenzierbar auf I und g’ (x)#0 V x€I.

3 .- lim £.69)
x—b_ g (X)‘ ‘
Beh: Gilt e llm/f( ‘) i}éng( )=0 (® b<owo,ee b=w) oder
--1lm|g< ) I=c0 # (£ (x) egal)#
<6 llm SO im S im £

KD g(x) g (x) b gl (%)
Bem: Entsprechehde ‘Aussage gilt auch auf (a,b] fiur x—a.
//85.2. 4(2803)Erwe1terter Mittelwertssatz der Differentialrechnung//
//Vor: (.)a<b, f,g: [a,b]oR seien stetig auf [a,b] und differenzierbar//
// auf (a,b) . //

// (..)g(b) ~g(a)#0 und g’ (x)#0 Y x€(a,b),//
//Beh: Gllt f E (.)so 3 Ee(a,b): £’ (§) (g(b)-g(a))=g’ (§) (f(b)-f(a).
flo) - f@ 1'(&)
// Gl%t zusanllcé (..) so folgt 90 - g®)=94(§).//
Bew:o® !} f(b):%O, g(b) :=0.
f,9 steﬂig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b)5§z4
| | fb) - fx) f£(x) f'©) N —

v XE(a,#) 3 E%%XE(x,b): A

= = — s
g(b) - g(X) g(X) g' (%) Wenn x— b,auch S— 5 x— b._

//85.1.6 (2750} t

|

//2.) Vor:Seil E:AHB differenzierbar in 20€§i, f(zo)€£é, und sei

// g:B—C differenzierbar in f(z) .
// Beh: gTDfﬁA—>C ist differenzierbar in z, und (gO f)’ (zo)=9’ (f(zo)) £’ (z0)

s

eee 1: limg(x)= llmf( )=0. # b—ooo, %—>0#

Sei 0.B.d.A. a>0, $ ga/x) Lus (0,1],
///F’(X) G(x) a
d ey 1 d 1
—f(1 = f£'(1 -—), —g(l/x)=g’ (1 -—),
. ( /X)séhéf (1/%) (-—) dng /x)=g" (1/x) ( X2)
x—0,: F(0):=0, G(0):=0 =
.1 1 1
2] AL
F(x) Fx - FO = E'(© 5 S S
- z = = , 0<E<x =
G(x) G - GO ss24 G'E&  [1 1 (1
gl =™ = gl =
S S s
{8
1/ x L2 L, d.n. 22 2
gl / x [1] 0, g(x) ==
IS
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feigener Versuch 2?7?27

# eee 1img(x)=1imf(x)=0. # In [@D): poew, 1/b-04
x= @ X7 Vor
1 1 1
# 0.B.d.A. a>0, _=— = x=—, as<x<wo = —2>
X x a
- 1/x) g(1/x
= x_)0+/ L‘( ._JX)Ig;( _/;VX)I F(O):=O, G(O) =
F(x) G(x)
S 1)y (1)) (- d 51/ y=g’ (1
# e F/ X )=E 0 (), a1/ 029" (1 )
#

F(x)_Fo-Fo) &) Tl &

# = —
~ ~ Vo=
G Go-Go) 9E) [ gv[l]
. 1
N A -
| -
# f(l/x) _ x _)}\‘, ~_)0+, d.h. E :)
— X g(x) X— 00
g(1/x) | 1
&le
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//85.2.5(2804) Monotonie und Ableitung//
//Vor:Sei I ein Intervall mit Endpunkten a,b (-w<a<b<w). //

// f:I-o R sei stetig auf I und differenzierbar auf (a,b).//
//Beh: 3.)f’>0 bzw. £'<0 auf (a,b) = //
// f streng monoton wachsend bzw. fallend auf I.//

//85.2.8 (2808)Zwischenwertsatz von Darboux fur Ableitungen//
//Vor:Sei Ic R ein Intervall und f:I—- R differenzierbar auf I. //

// Sei a<b, a,b€I und £’ (a)#f’ (b).//

// Beh:V Mm:f’ (a)<M<f’ (b) I EE€(a,b) mit £’ (E)=m.//
//85.2.4(2803)Erweiterter Mittelwertssatz der Differentialrechnung//
//Vor: (.)a<b, f,g: [a,b]oR seien stetig auf [a,b] und differenzierbar//
// auf (a,b). //

// (..)g(b)-g(a)#0 und g’ (x)#0 VY x€(a,b),//

//Beh:Gilt (.) ~~_s0 d E€(arb) : 7 (E) (g(b)-g(a))=g" (E) (f(b)-f(a).
~ ~ - (=

// Gilt zusitzlich (..) so ~Felgt e, - @ _rE

g(b)-gfa) g’ (&)
//85.2.3(2803) (Mittelwertsatz der leferentlalrechnung)//
//Vor:a<b, f:la,b]oR sei stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b)//
flo) - f(a)

//Beh: 3 mindestens ein &€ (a,b) mit - =f’ (§)//
- a
e |g(x)|>mw, g’ (x) #0 V a<x<b = g’ (x)>0 ¥ g’ (x)<0 ¥V a<x<b
Vor $5.2.8

Sonst wiirde mindesten 1 Nulldurchgang passieren
%r

ObdA sei g’ (x)>0 V a<x<b =2 g1 9 o = I xE(a,b): g(x)>0 V x.<x<b

S5.25
> x-)b /

. x /// ///
VACD) mit -1 erweitern) ;
gx) j

V e>0 fest gewadhlt 3 be nane an 5 € (a,b) sodass i

fe- s 2 e /
0 PO s 5
g(x)- g(b[) Tt g'(&) /

5.2.4 /

(Falls g negativ,

V x; b.<x<b:

S(x)- f(b,) — o y
Wf%ﬁrs V x: be<x<b Tou g (x)-g (b)) =g (7}0 (x-be) fir ME (b, x),
~ be<x<b mit passghden E=E.€ (b, %)

= g(x) g(b)>9~~v~x~” <x<b = !

bs nahe genug an b< x<b
(g (x) =g (be) (A-¢) <f (x)-f (b)) < (Ate) (g (x) —g (be) >
g(x)>0
(ht) (1- g(b,) )+f(bf) A C)) < Ovbe) (14 g(,) )+.f(br) b.<x<b =
g(x) glx) g g(x) g(x)
# 3 b., b <x<b:
E(-0 ,+0) E(-o0 ,+0)
D e g o
# (A-¢) (x) ACH) <f(x)<(k+a) (1+ g(x) )+ ACH) V x: be<x<b =
gx) gl NCAED g(x)
- 0 — +& oder - € -0 — +¢& oder - €
A2 j( )<X+2s V x: b.<x<b fir ein bH_€ (b, b) =

g(x)

S ¢ mne, ne2e) ¥ x€ (b ,b) = lim FACITY

zu 2e<0 I b € (a,b) mit 1
g(x) = g(x)
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Andere Formulierungen frei nach einem Beweisarchiv im Internet:
1.)Vor: a<b, f,g:[a,b]l—R stetig und auf (a,b) differenzierbar,

lim £ (x) =lim g (x) =0, 3 o= lim £ ;
x—a x—a / x—a g (%) //
. : ) f' )
Aussage: lim £ _{im (%) / /
xX—a g(x) X—d g| (X) ; /
/ /
/
//D4.3.17(2400) // /! /

/ .
//Eine Funktion f :D— C, ?eiﬁt stetig in einem/Punkt z,ED, wenn s, lim

z— 2z,
/

£(2)=f(zo) (M existiery), d.h.// /
0 /

/1202 20" = £lz0) 2 £fz0) oder lime(z)=g(lfmz)/y

n— oo n— %0

/
//85.2.4(2803) Erweiterter Mlttelwertssatz der Differentialrechnung//
//Vor: (.)a<b, £,g: [a,B]-R seien stetlg auﬁ[a b] und differenzierbar //

// auf (a,b) . /// ) ,
/] (LG (x)#£0 YV kE(a,b) = gib)-g(a)#0 = g(b)#g (a)//
//Beh:Gilt (.) ~_ // so 31 E€(a,b) f/(%)(g(b)—g(§¥)=g’(§)(f(b)—f(a)-/
. YN / fb) - f@@ £ ()

// Gilt zusatzl?ch~< \1 sg folgt - g@)—gﬁ(g).//

/ A\ / /7

/ / A /
Bew:# f,g:[a,Db] —>R stetig‘A{g?f% )—gg}g(xhégjlf(a)=g(a)=o

/ RN 4 o
/ // ~o
# 3 e>0, aﬂzﬁé+e g’ (z,) #0 ¥ zé;a L N

# f,g steurg auf [a,a+h], dlfﬁh'auf (a,a+h), g’z #0 auf (a,a+h)
=

~

-

——
= ¥ h, O<h<e 3 z,, a<zy<ath: “ffzh)=“f0r+h)_f(a)=“fal+h) =
Vor S5.2.4erfiillt g (Z/i) g(a + h) - g(a) g(a + h) h—=0=z,—a
5
4 lim LG _gim L CD _gim L@ iy S
—a g'(Z) h—0 g'(zh) h—0 g(a + h) xX—a g()c)
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#2.) Vor: a€R; f,g: (a,b)—R; g stetig und differenzierbar auf (a,b),

4 lim g (x) =+, 3 lim LX) _
X0 X o0 g'(X)
#Aussage: lim /) = lim £L£§Z=K
o g(x) x2e g'(x)
//81.2.1(406) Vor: K sei anQeordneter Kérper und a,beK//
//® Beh: 3.)|abl=lallbl |

a
//® 4.) (.)b#0 :jl)

//® 6.)la+b| <|al+|b| (Dreiecksungleichung)//

//85.2.4(2803) Erweiterter Mittelwertssatz der Differentialrechnung//
//Vor: (.)a<b, f,g: [a,b]oR seien stetig auf [a,b] und differenzierbar //
// auf (a,b). // '

// (..)g" (x)#0 ¥ x€(a,b) = g(b)-g(a)#0 = g(b)#g(a)//
//Beh:Gilt (.) sSo ﬂlﬁe(a,b)t £ (§) (g(b)-g(a))=g’ (§) (f(b)-f(a) ./
. . 3 £@) - f@) £ (&)
// Gilt zusatzlich (..) S0\ folgt
, g - g@ g’ (&)
#Bew: V e>0 3 a>a: | fﬁx)—kl < E—. 3 ﬁ>a g(x). > g(a) V x>p.
gttx) L AT e
x(>0(>>a ( ) ::A\\‘;\g\(x)-)oo A
# Sei h: (B, )= R: h(x)= fl=fla) @ a By %
P g(x)—gla)- o By
—— |
. #0 i
b— \
4 ¥ xoPr h(x) —he f(x)—f(a) _5\&_ f(x)=f(a)=Axg(x)+Axg(a) _
g(x)—gle) 7 g(x)—gla)
flx) 5 Mxg(a)—f(a)
4 f(x)=Axg(x)+Axg(a)—f(a) _ g(x) g(x) .
glx)—gla) oo _gla)
g(x)
y SO G o - dle) ) fle)=xgla)
g(x) g(x) \ g(x) s1.2.1
b L <) o -n - dely | lile)Arglall
g(x) g(X) ‘\\ |g(X)| g(x)l)+oo
# lim |1- 9\%) |=1<2 und lim |f(a)‘fk*g(a)| —0<E S
x>0 g(x) | x>0 lg(x)]
# 3 y>p: -9l oy x>y, 3 O>p: fla)-Axgla)l e o5 o
g(x) \ 9(x)] 2
# 3 x,=max{y,0 }: (|l__g(a) | <2 und |f(a)—A*g(a)|<e£_ V x>x, =
g(x) T lg(x)]| 2 X2
4 | f(X) M < (h(x)=D) | |1_g(O{)| + |f(y05)_)\*g(05)| <|h(X)_>\-|*2+£ =
g(x) g(x) Clg(x)] 2
<2 L €
o <E
# |h(x)—x|:|—fEX;:f<<“))—)\| - fﬁ; << =
X g a 5524 &1L
i Voes0: 129 e n 22+ £ v Ese ¥ xox,
g(x) 2 4 2
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# Bem: © Gilt auch fir b=w, im Bew statt g(x) = o, g(x) =

x— b_

P

VACONACOGRY)

# o0 Gilt auch fur 1\13} lg(x) |=+0, wegen

1
lim 1+ x=A=1

Bsp:l.)I=(0,), 1im 2290+ 9

gx) g1

6x

oo

- sin x

1

0.

= -1/6
.Bsp

x—= 0, x— 0,
% 1
- Xz + J—
Mit PR: log(l+x)="", """'=l-x/2+... T 1
_ x—0
X
2.)0>0, lién x“log X:li(r)n logx = llg“ L/ Xl =11(I)n L o)
x— 0, x— 0, X—a * x— 0, _aX—O(— x— 0, o
* damit wird das = ok
1lim sin x —1limcosx___
3') x= 0, x x>0, 1 sl=A
X
c cosx -1 o - S : -
ll(r)n XZ =llg“ Slnx=(Nochmal ableiten) 11(1)“=ﬂ=—1/6
7 U 3x 7 U 6x 7 Uy 6
-1/6
limsinx- X _ 14 COSX - 1
x= 0, X3 x= 0, 3X2
(nochmals differenzieren...Satz dann erfillt) %}(I)n
Sile - X 0 X2v+i-3 0 X2v+i-3
PR: ———= (=1)Y———— %= (-1)'————=
% Z: (2v +1)! Z: (2v + 1) !
© 2(v-1) © 2u
X X
-1)V———= -1ymt—\ _ =-1/6=
Z:’ -1 (2v + 1)! { b (2‘u+3)!|' )
sinx - x
—,x #0
X
-1/6,x =0
1
. 1 , - _
4.)%{i—£§x(a;—l), a>1 (es genlugt a>0)=£i—£§ @ - 1) =
1/ x

= 1
a* log al- —2)
lim X _-log a

X— 0 1

2
X

5.)Vorbetrachtung:a*=e*®? *>0 fiur 0<a<l —l:a=1. a*=e*9?

fir x *” «, a>1

. x _ . X _ . x k
llma_k (keN, a>l)t_llmwrllmwzoo:,l

X— 00 e ka_l o k!
LimyxaliM g 105 xog0=1  (1=(0, ) )
I
(-0, ), EV(_JX)_g/SJX) r X—b_, i
0
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A5.2.9 Berechne {3? (sin x)/x

A5.2.10 Berechne %3? ((sin x/x)-1/%)

A5.2.11 Finde ein Beispiel daflir, dass die 1. 1’Hospitalsche Regel

falsch wird, wenn wir die Voraussetzung }}glf(x)=£jglg(x)=0 fallen

lassen

D5.2.2 (2856)Sei Ic R ein Intervall. Eine Funktion f:I—> R heiBt
konvex bzw. konkav auf I:e V x;,x,€I, x,<x, und V 0<A<1 gilt
£ (Ax1+ (1-N) %) <AL (%) + (1-A) £(x,) bzw
f(Xx1+(l—k)x2)Zkf(xl)¥Kl—k)f(x2). Gilt stets ,<, bzw. ,>,, so
heiBlt f streng konvex b@w streng konkav auf I.

konvex N A

konkav

o Ax, +(1- Dx, - x y Ax, +(1- /1)\)(2 X
= (=4 A:()+f 1) = N
.f(xz)_ f(xl) X, = X (X ) X, = X,
(1- A’)(xz - X))

Xy = X

(£(x2)—f(x;))+E(x:)=

\

\
(£(x2) —£(x:) 4L (x1) =(1-A) (£(x2) =£(x:)) +£(x)) = (1-A) £ (x:)) +AL (%)

Bsp:f(x)=|x| auf I:=R.

2856



S5.2.10(2857) Konvexitat
Vor:Sei IC€ R ein Intervall mit Endpunkten a<b und f:I—- R stetig auf I.
Beh:1.)Ist £ auf (a,b) differenzierbar so gilt:
(.)f konvex auf I & f’ " auf (a,b)
(..)f konkav auf I & £’ \J auf (a,b)
(...)f’ streng monoton /’(\\)auf (a,b) =
f streng konvex (konkav) auf TI.

2.)Ist £ auf (a,b) 2 mal differenzierbar, so gilt:
(.)f konvex auf I & f’'’>20 auf (a,b)
(..)f konkav auf I & f£''7<0 auf (a,b)
(...)E£"">0(<0) auf (a,b) = f streng konvex(konkav) auf I.

//85.2.3(2803) (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)//
//Vor:a<b, f:la,b]oR sei stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b)//

f - £
//Beh: 3 mindestens ein &€ (a,b) mit _ﬁ%____@ngr(g)//
- a
Bew:1.) (.) siehe auch S5.2.11 3.)
»=>"Seil f konvex auf I. Sei a<x<y<b, x<t<u<y, f konvex =
f(x) - f(©)
- £ - f f - £
x - t SMSM = f/ (X)Susf, (y)
— t - u u -y X - Yy

t— x,

“e=“ Sei f’wauf I. Wihle beliebig x<y<z, x,y,z€I =

f(x) - £(y) —
x - yy ssast’ (B), x<E<y.

f(y) - £@ f(x) - £(v) f(y) - £@
L), By = £ () SE M) o b = #
Yy - 2 X -y Y - 2

=
= konvex

Beml.)
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§5.2.11 (2858)Fir eine Funktion f:I-R, V x,,x,xEI, x<x3<x, gilt:
1.)® f:I- R ist auf I konvex(streng konvex) <

Sx)- ) — f(x)- f(x)

V xi, 50, %x€I, x<x3<x, gilt

X, =X < Xy = X
x,)- f(x x,)- f(x
Y s el xoccn, gite JOUTSOL) < S0 )
X, - X, = X, - X,
Analog fir konkave Funktionen
Bew: konvex
: )\::x/.b-xzzxz-xi
I X=Xy Xy T X
A
- Xo== (X=x) == (X—%1)
=\ (%:-%,)
o Xt X
.f(xz)_f(xl) X, = X
X, = X
(x,) -£(x;) 0= (£(x2)-£(x1))
X, = X,
) X2) =(1-A) (£ (x)-f(x1))
| A=0+f(x;) =
7,
: V = (1-X) £ (x;) £ (x1) +Af (x1) +£ (x,) =
K ///(1_>\)f(X2)+7\-f(X1)
< I Xz—k(Xz_Xl): _>||_(X>V—X2): :<j//
| 7\4XA+(1_}\4) X |7\(X2_X1) 4/
< <>
7
I 7
x:<x3<X,, f (strenqg) /k@ﬁ(fex) . Seil x{=Ax+(1-N)x, =
X, - X X,-x, Xx-x,-(x,-x X=X
x-xo=M (x1-%,) = X ="*—"2 und =1-—2 =1 2 (x; 2)2 £ -1,
/_/____X;__'_X_z___—_—_ _____ X 1—-_‘{2_ )Cl = X2 x2 - .Xl
d X, - X X, - X
f(x) SASAE(x)+(1-A)E(x) © f(x) SZF—Lf(x)+—F—f(x) ©
<) < x, - x Xy = X
X, =X, YA X, - X
£(xa) —£(x1) S71‘5(X1)—x - x f(x)+—= f(x) &
< x,-x NI Xy T X
=
X, - X, - X, +Xx X, - X X, - x X, - X
£(x) —f (%) =L (x)+F— £ (x) =—2—— (£ (x)) )+ F— £ (x,) &
=< X, - X, X, = X, X, - X, X, - X,
X, - X S(x)- f(x) — f(x)- f(x)
£(x) £ (x)) =Z— (£(x) -£(x1)) i =
< x, - x X, =X < Xy, = X

Analog f(x) (f)?»f(xl)-l—(l—/l)f()@) o

(A=1) £ (%) +£ (%) (<5)7\f (x1) + (1-A) £ (%) +(A-1) £(x0) =
ME(x0) + (1-0) (£ (x0) =£ (%)) =

ME(x0) £ (x1) ) = (1-h) (£ () ~£ (x2)) &

Xy - X,

(F (x0) —F (x1)) =220 (12 4) (F(x0) - (x)) &

- X < x,-x

X3

(xo-%2) (£(x) =€ (1)) = ( xmx1) (£ (%) ~£ (%)) .
®® Aus ® = Monotonie und Beschranktheit der Differenzenquotienten =
v ye‘[’ 3£ (y)<E, (y) 2227
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//5.1.1 (2700) Bem: Wir schreiben feC(I), falls f:I- R stetig ist.//
//85.2.11 (2858)Fir eine Funktion f:I-R, V x,x,x€I, x<x3<x, gilt:
//1.)® f:I-R ist auf I konvex(streng konvex) <//

J(x)- f(x) Sf(xz)'f(xl) s //

/7Y X, %, XxE€T, X <x3<x, gilt

X T X = Xy = X

X, )= X X, )- X
/)Y %%, 0ET, x<x<x, gilt Sx)- ) < )= f(x) )

X, - X, =) X, - X,

2.)f ist konvex =
fEC(E) und alle einseitigen Ableitungen existieren auf E

) £ - £ x| :,>(<,\'/-;~:y<,>c2 = £ - £
Bew: f ist konvexvji‘—iZL———Eﬁ ~ @) (%)
S ) z - x
f(x + h) - f( flx + h') - f
(x ) (%) < fix ) (%) fir 0<h’<h, d.h., die
h (<) h'

rechtsseitigen Differenzenquotienten sind monoton fallend
fiir h\ 0 und sind alle nach unten durch jeden linksseitigen

Differenzenquotienten beschrankt (falls xeff). Also

existiert £ (x), analog fir £  (x). Insbesondere ist damit
[e]

feC(1) -
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//5.1.1 (2700) //

//(.)f ist n mal stetig diffb auf I (kurz:fec"(1)), falls f //
// n mal diffb ist V x€I und f™:I-R stetig auf I ist.//
//Bem: Wir schreiben fe€C(I), falls f:I—» R stetig ist.//

3.)Vor: I=[a,b], feC(I), f diffb in T //
Aussage: f ist (strikt)konvex auf I < f’/ /(1) auf(a,b).//

Insbesondere ist fur feC?([a,b]) die Bedingung f’’ (x)=0,
X€ (a,b), hinreichend fiur (strikte) Konvexitadt auf [a,bl//

//D5.2.2(2857) Sei IcR ein Intervall. Eine Funktion f:I— R heiBt//
// konvex bzw. konkav auf I:e V x,,x,€I, x,<x, und V 0<A<1 gilt//
// f(Ax1+ (1-N) %) SAME (%) + (1-N) £(x,) bzw //

// f()»xl+(l—7\.)x2)Z\\K\f(xl)I-(l—?x)f(Xz) . Gilt stets ,<, bzw. ,>,, so//
// heift f streng konwex bzw streng konkav auf I.//

Bew: ~
#Vor Bewelsantritt - Skizze dBdg, sonst verschiebe Koordinaten
#  konvex TN A S (LM £ () #AE (x0)
| \\ ewl.
# |(x2,f(x2))\\y=f(7\x1+(l—7\)x2)
# (x2,A) I TS A
= | D522
# (x3,Y) : Aus (x,,f(x;)) und (x3,A):
# - | Y=MaX+Ca
# y=maX+C : Aus (x,,f(x,)) und (xY):
# [ I Y=myX+Cy
# I : Aus y=maxX+cCa: Xag
# - yEmxtey : y=rf (Ax;+ (1-\) x;) Aus y=myX+Cy : Xy
27 // J, I V =f(§m/ Ergebnis: xs<xy, =
o< 7 T SO f(x) _f(x,)- 0
#] Xao 21 %Xyo Xn, - X2 = =
| L7 [ Xy = X, Xy xAO//
| 7 ' f(x)- 0 f(x)- [(x)
#< xobh (%=x1) =TS (x0-x1) [<— e
| // | | X5 = Xy XZ'/)(I
# Axi+ (1-K) %, | I //
# :< X2_X1—>: //
| : /
_ ) ; - -
o £ romvex o JEDTIE) B TG S) ) S0 < fl)e ()
Xy~ X (<) Xy ™ X Xy = X =) Xy = X,
T T = X0X bZW XX eem— T T ;5>
Ay < L0 o g somit £

Xy =X

Aus strikter Konvexitat folgt sogar £’ T (beachte x;<x,).
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//85.2.3(2803) (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)//
//Vor:a<b, f:la,b]oR sei stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b)//
f) - £f@&@

//Beh: 3 mindestens ein E€(a,b) mit __ET_____:f,(g)//
- a
e %, %X, XET, x<x<X,; &.€(X,x), EE€(x,%x;), £ T :
f(x) - f£(x,) f(x,) - f£(x)
————"=f' (&) = fr (E,)=—=————— und somit gilt aufgrund von
X - X, $5.2.3./07 X, - X
1.), dass f strikt konvex ist. Aus f’'’>0 folgt £’ 1t und somit, dass f
strikt konvex ist.
4.) f konvex auf I, x¢,€I ein lokales Minimum auf I =

Xy ist auch ein globales Minimum auf I

D5.2.3(2861)
Sei McR, f:M-R gegeben. Ein x,€; heiBt Wendepunkt von f:

3 8>0 mit (x0-8,%,+8)cM und f ist konvex auf (x,-0,x, und konkav auf
[%0, %,+0) oder f ist konkav auf (x0,-9,x,] und konvex auf [x,, x.+d) .

S5.2.12(2861) Notwendige Bedingung fiir Wendepunkt
Vor:Sei McR, f: M—-R gegeben und xﬁEf& ein Wendepunkt von f. Sei f 2-mal

differenzierbar in x,.
Beh:f’ "’ (x4) =0
Bew: I (x,-0,%,+t0) cM mit £’ (bzw ) auf (x9-0,%q) und
7'\ (bzw> ) auf (xq,%o+0) =
f’ hat in X, ein relatives Maximum (bzw Minimum) = f’’ (X,)=0

S5.2.13(2861) Trigonometrische Funktionen
Vor:Sei m/2€(1,2) die kleinste positive Nullstelle von cos X.
Beh:1.)cos ® auf [0,m], konkav auf [-n/2,n/2], konvex auf
[n/2,3n/2] und cos x * auf [-m, 0].
2.)sin x muf [-n/2,n/2], konkav auf [0,m], konvex auf [-m, 0]
und sin x \ auf [rn/2,3n/2].
3.)V zeé C, |z|=1 3 genau ein o€ (-m,n mit z=el“=coso+isina.
S3.6.2: Fir O<o<m, sin o =Im e**>0 und o die Lange des
Bogens von 1 #(0,1)# bis e** auf der oberen Einheitskreishalfte.
Im Falle -m<o<0 ist sin a=Im e'*<0 und |o| die Linge des Bogens
von 1 bis e' auf der unteren Einheitskreishdlfte. Speziell ist

. T
lgzizcosa_+i*snki'tmd.damit 2n der Umfang des Einheitskreises
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4 .)Bezeichnet
a)arcsin y, -1<y<1, die Umkehrfunktion von sin x, -n/2<x<m/2 und

1
so gilt arcsin’y=—F7—=,-1<y<1
g Y ij;?r Y

//85.1.6 (2750
//Vor:Sei A,BcC und f:A-B bijektiv und f differenzierbar in

// %€ Y, vor=f(x0) € p

// Beh:f?' ist differenzierbar in y, < f' ist stetig in y, und £’ (x,)#0
1 1 1

// und dann gilt (£f7)7 (yo)= (f1) 7=

£ (xy) £ (£ (y,)) flof ™!
Bew :# y=f(x)=arcsin x, g=f&(y)=sin y=s;n(arcsin (x))
# (£f'(y))’=cos y=cos(arcsin (x)) -~
-1<y<1, arcsin y [}l,l}%[—n/g;ﬁ/Z]:
Umkehrfunktion —n%2§x§n/2/’éin X, [-m/2,n/2]1—-[-1,1]
1 T

p "~ eos(arcsiny ! ©OS x=+41 - sinl x =

(sin'®)/_ ...n, cos(arcsiny

1

(arcsin vy) ’=\/1 - (sin(arcsiny)) =

(arcsin y)’'=

1

N IR I
y

b)arccos y, -1<y<1, die Umkehrfunktion von cos x, 0<x=<m, so gilt
1

arccos’ y=——7——,-1<y<1.
T Y iji?’r y

1 1 1

Bew: (arccos y)'= ; ==-— ==
(cos ) ', rccosy SIN X, rccosy sin(arccos y)

1 1

_.Jl- (cos (arccos y)f 1 - y2

1 1
arcsin’ y=—7—= und arccos’y=—T—7—7 -1<vy<1.
y qu‘§7 y -y Yy

1
c) (arctan x)’= ~— V xeR.
1+ x°

d) (arccot x)’= V xe R.

1+ x
Bew b)-d) analog Bew a).
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A5.2.12 Bestimme alle Extremwerte der folgenden Funktionen:
a)f:[-1,8> R, f(x)=x*-4x’+4x?+20

//85.2.5(2805) (notwendige Bedingung fir lokale Extrema)//
//Vor:Mc R, f:M> R habe ein lokales Extremum in xﬁfﬁh und f sei //

differenzierbar 1in x.//
//Beh:f’ (x0)=0//
//85.3.2(2905) Hinreichende Bedingung fir lokale Extrema bzw. //
//Wendepunkte//

//Vor:Sei Mc R, f:M— R gegeben und xﬁzﬁz.//

//1.)Sei f 2n-mal differenzierbar auf (x,-9,x.+0)<M, neN, //

//  £%(x0)=0 fir k=1,3,..,2n-1, £ (x,)#0.//

// Beh:f besitzt in x, elin lokales Extremum und zwar//

. Maximum, wenn £*7(x,) < 0 ist

// ein lokales o0 .
Minimum, wenn £77(x,) > 0 ist

Los:f(

x) lasst sich auf R (stetig) fortsetzen =
(x
"

)

) differenzierbar auf R (da Polynom) und

%) =4x3-12x%+8x=4x (x*°-3x+2) =4x (x-1) (x-2)

f’ (x)=12x?-24x+8 = Die Nullstellen von f’ (x) sind 0,1 und 2
(nach S5.2.5 hat f evt ein lokales Extremum in 0O bzw 1 bzw 2)

£r7(0)=8>0 = f hat in x,=0 ein lokales Minimum
5532

fr7 (1)=-4<0 ngz f hat in x,=1 ein lokales Maximum

£fr7 (2)=8>0 ngz f hat in x5=2 ein lokales Minimum

Noch gesucht: globale Extrema von f (x) auf M=[-1,8]
Als globale Extrema kommen nur lokale Extrema oder
Randpunkte von M in Frage. Funktionswerte in diesen

Punkten: f£(-1)=29, £(0)=20, £(1)=21, £(2)=20,
— 21 _ 211 28
£(8) « & 2 + & 6+2O=2324 =

2°=8 2048 =25
f hat auf M in 0 und 2 ein globales Min mit Fktwert 20

und in 8 ein globales Max mit Fktwert 2324

//85.2.4(2802) Monotonie und Ableitung//

//Vor:Sei I ein Intervall mit Endpunkten a,b (-o<a<b<w). //
// f:I—- R sei stetig auf I und differenzierbar auf (a,b).//
//Beh://

//1.)f bzw. £\ auf I < f’>0 bzw. f’<0 auf(a,b).//

//2.)f konstant auf I < f’=0 auf (a,b).//

//3.)f">0 bzw. f’<0 auf (a,b) = //

// f streng monoton wachsend bzw. fallend auf I.//
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Bem:Jetzt kann man noch eine Kurvendiskussion durchfiithren, um
eine genauere Information iber den Verlauf des Graphen zu

erhalten.

Monotonie:

fr (x)=4x(x-1) (x-2)<0 auf (-o,0), £’ (x)>0 auf (0,1),
f’ (x)<0 auf (1,2) und f’ (x)>0 auf (2,) “zﬂ)

f + auf (-,0), £ 1T auf (0,1), £ 1 auf (1,2), £ T auf (2,x)
Konvexitat:

/7 (x)=12 (x%-2x+2/3)=12 (x- (l—% J3) (x- (l+§ J3))

(da x°-2x+2/3=(x+a) (x+b)=x°+ (a+b)x+ab = a+b=-2, ab=2/3 = b=-2-a

1
a(-2-a)=2/3 ma=L+§-J§ usw) =
1 1 1
£fr7’ (x)>0 auf (—oo,l—gﬁ), fr7 (x)<0 auf (l—gf,1+§ﬁ) und
£fr7 (x)>0 auf (1+% 3,0) =
. . 1 1
f konvex (linksgekrimmt) auf (-o,1-—./3) und auf (1+— . /3,),
3 3
1 1
f konkav (rechtsgekrimmt) auf (1—5 f,l%—g J3)

. . 1 1
insbesondere hat f in l—nguJ§ und_l+?§4f§ Wendepunkte

(Alternative Begrindung:
fr77 (x)=24x-24=24 (x-1),

f”’(l—%ﬁ);«éo = f hat WP in 1—%@

f"'(1+%¢§)¢o > f hat WP in 1+%\/§

b)f:[-1,1]> R, f(x)=x%/I-¢
Los:f ist eine gerade Funktion, d.h. f(-x)=f(x) V xe€(-1,1)
f(x) beliebig oft differenzierbar auf (-1,1) und
- 2% 2x(1- x*)- x° x(2 3x7)

fr(x)=2x1-x+ ’
Lo XZ\/l'X V- x? V- x?

Die Nullstellen von f’ (x) sind

—\Eg und \Eé (mdgliche lokale Extrema)
. 2 2
Es gilt: f’ (x)>0 auf (—1,—Nﬁ;), f’ (x)<0 auf (—\ﬁ;,O),
2 2
f’ (x)>0 auf (O,\ﬁ;), und £’ (x)<0 auf (\ﬁ;,l) =
f 1 auf (_1,_\ﬁ§) und (O,\ﬁg), f 1 auf (—\ﬁg,O) und (\ﬁg,l)
3 3 3 3

-1,1) =

= f hat auf (-1,1 in O ein lokales Minimum und in
V[_ und -% jeweils ein lokales Maximum.
2 2 2
Wegen llmf( y=0=11m £ (x), £(-_[Z)= —f(\/j) und £ (0)=0
IEN s n— -1 ’ 3’ 33 3

Folgt: £ hat in 0 ein globales Minimum mit £(0)=0 und in

—,ﬁ% und ﬁ% jewells ein globales Maximum mit
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2
Funktionswert ————=§-J§R@,3844

343
Bem:Dass f in 0 ein globales Min hat, hatte man auch schneller
sehen kénnen: f(x)=0 V x€(-1,1) und (f(x)=0 & x=0) =
f hat nur in 0 ein globales Min.
Da f gerade ist, hatte es gereicht, die Fkt auf [0,1) zu
untersuchen (damit hatte man das globale Max etwas schneller
erkannt)

A5.2.13

a)Es sei ein Intervall, f: I—- R differenzierbar (auf I),
fr (x)>0 V xEI\{xJ und f’ (x0)=0 flir ein x.€I. Zeige, dass f
streng monoton wachsend ist.

//85.2.4(2802) Monotonie und Ableitung//
//Vor:Sei I ein Intervall mit Endpunkten a,b (-o<a<b<w). //

// f:7T- R sei stetig auf I und differenzierbar auf (a,b).//
//Beh://

//1.)f bzw. £\« auf I < f’>0 bzw. f’<0 auf(a,b).//

//2.)f konstant auf I < f’=0 auf (a,b).//

//3.)f’>0 bzw. £f’<0 auf (a,b) = //

// f streng monoton wachsend bzw. fallend auf I.//

Bew:
y\\\\Uberlegungsskizze

T

\\d///’——’

fr (x)=0 V x€1 == '% auf I und wegen

$5.2.41.)
fr (x)>0 V XEI\{X0}§§243PT’ auf Intervallen I, & I,:
/ I\{Xo} I UIZ & s/ I OIZ
I, %X I, (I\{go} kann in 2 ;Hteﬁvalle I, und I,

] ] I
“-1-——» zerlegt werdenD/Sodass X, rechter
R#ndpunkt VbH “I, und x, linker
Randpunkt von I, falls Il,Iyﬁé Seien x;,x,€I bel. mit

X1<%X5), Z.Z. f(x1)<§ﬂx2

)//
/ ///4(/(\?
3 Ee (Xllxz)\{xo} = ‘E// (1

v
f (%) <f (x2)

P == Y = . W ered e
L W L D FE ered e =

> =
AT e = TSy = e
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b)Es sei f:R— R, f(x)=x+sin x. Zeige, dass f eine auf R stetige
Umkehrfunktion besitzt. Wo ist f*' differenzierbar? Bestimme
dort die Ableitung (von f™).
Hinweis: Zeige, dass f streng monoton auf R ist.

//a)f: I-» R differenzierbar (auf I),//

//  f'(x)>0 V x€I\[x,} und f’ (x,)=0 fiir ein x,E€I = £ 1 //

//Bsp(2410): 2.)f(z)=z V zeC ist stetig auf C,

//S4.3.2(2408) Trigonometrische Funktionen sind stetig auf ganz C.//

//S4.3.4(2409) Rechenregeln fir Stetigkeit//

//Vor:Mc R, f,g mit M= R, stetig im Punkt x,EM.//

//Beh: 2.)af+fg stetig in x, V a,pPeER (bzw €C),//

//84.4.3 (2530)Umkehrfunktion//

//Vor:Sei IcR ein Intervall, f:I— R stetig auf I und //

// J:=£f(I1).//

//Beh:Zu f d eine Umkehrfunktion f':J—-I genau dann, wenn f //

// auf I streng monoton ist.In diesem Falle ist f' stetig //

// auf J und im gleichen Sinn streng monoton wie f//

//84.4.1 (2500)Zwischenwertsatz (ZWS)//

//Vor:Sei ICR ein Intervall ' f:I—R stetig auf I, a,b€I, a<b.//

//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : V y 3 mindestens ein x€la,b] mit f(x)=y.//
(Hinweis: Zeige, dabk f streng monoton auf R ist).

//85.1.6(2750)Differentiationsregeln//

//3.)Ableitung der Umkehrfunktion//

// Vor:Sei A,Bc R(C) und f:A-B bijektiv und f differenzierbar in //

// XOEZI Yoizf(xo)eé//
//Beh:f! ist differenzierbar in y, e f' ist stetig in y, und //
// f’ (x0) #0 und dann gilt//
1 1 1
// (£79) 7 (yo) = , (797 = S/

£1(2,) £ (F N (v,)) C frlof !
Los:f(x) ist beliebig oft differenzierbar auf R mit

£ (x)=1+25*% = £r (x)=0 V x€R ( g_zl)f auf R)
> 1 S5.2. .
£/ (Y )= o cos ¥=-1 o ¥=g+2kn fiir ein keZ =
Xp B T Yo X0 f(x)=0
£r (x)>0_V x€T\[ ¥ =m+2kt] "~~~ __
IEMG ——
Sei I.:=[2km, 2 (k+D)Atr~keZ = R=U 1, = T
£7 auf R (d.h. jedem I,, da £’/ (¥7>0 V x€I,\{m+2kn}, £’ (n+2Kar=0)
54.3.42)
f—/%
x +sinx = f stetig & T auf R =2
) S4.4.3
Bsp(2410)  $43-

f besitzt stetige Umkehrfunktion f*:£93)—>R.
=R

Wegen %}g:w o lim—_op = f(R)y>R " f'1 stetig auf R.

——
X =0 [ ostetig® S4.4.1Y S4.4.3
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Bem: S4.4.3 = f' 1 auf R. f*' stetig auf R und
f’ (x)#0 V xeR\{m+2km:k€Z}=:M nach S$5.1.6 3.) differenzierbar auf
sin(fr+2k7r))
=0
_ 1 _ 1
CE (€ N(y)) 1+ cosEW)
nicht differenzierbar (folgt auch aus S5.1.6 3.))

f(M)=R\ {m+2km+ :k€Z}=M und

(£75) 7 (y) V yeM. Auf R\M ist £

c)Es sei f:(-n/2,n/2)—» R, f(x)=tan x. Zeige, dass f eine auf R
differenzierbare Umkehrfunktion besitzt und bestimme deren Ableitung.

//85.2.4(2802) Monotonie und Ableitung//

//Vor: f:[a,b]—=R stetig und differenzierbar V x€(a,b).//
//Andere Formulierung://

//Vor:Sei I ein Intervall mit Endpunkten a,b (-w<a<b<w). //

// f:I-> R sei stetig auf I und differenzierbar auf (a,b).//
//Beh:3.)f’>0 bzw. f’'<0 auf (a,b) = //
// f streng monoton wachsend bzw. fallend auf I.//

Bew:f(x) 1ist differenzierbar auf (-n/2,7/2) und

sin x|, ©€OSxCoOsx- sinx(- sinx)

’

£ (x)=

=l+tan’x V x€(-n/2,n/2).

cos x cos’ x
Wegen f’ (x)=>1>0 V x€(-n/2,n/2) ist f nach S5.2.4 2.) 7 wachsend und
besitzt also (da f stetig) eine stetige Umkehrfunktion

e LOTI BTN (y2,m/2)
oy
£ stetig vyhd £ (x)#0 V x€(-n/2,7/2) g_?f(d)
/ SO 1.6 5.
/
f! diffeftenzierbar auf R und (£’ =] =
iffe zi u u (£7) " (y) £ E )

/

" A ~ 1 v,y R
_f'galrctan V) B f'(arctan(tan x)) B F'(x) B 1+tan’ x B y2 Y

)

/ d
(d.h. —arctan x=

// dx 1+ %
*/Xiémgf(x)z_w, jfﬁ%f(x)zw und ZWS

A5.2.14 Bestimme fur folgende Funktionen f auf R die Stellen, an
denen lokale Extrema vorliegen und gib an, ob es sich um
ein Maximum oder Minimum handelt.

a)f(x)=e* =t

Los:0=f" (x)=e* =+ (2x-1) & 2x-1=0 & x=1/2
£r7 (X):ex7—x+1 (2x-1) 2_|_ex"—x+1 *2, £ (1/2)261(4-1/2+1 )2+ex’—x+1 *2>O
= Minimum

b) f(x)=sin xx*e*.

Los:f’ (x)=cos xe*+sin xe*=(sin x+ cos x)e*=0 & sin xX=-cos x

<0,x :3% + k2 Max

T
>0, x =— + k27 Min
f’'’ (x)=(cos x-sin x)e*+(sin x+ cos Xx)e*=2cos xe* 4
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A5.2.15 Gegeben sei die Funktion f (x)=x3+bx?+cx+d. Bestimme die

Anzahl und Art der lokalen Extrema in Abhangigkeit wvon den
Konstanten.

Los: £ (x)"=3x2+2bx+c=0 © x;,,=- ﬂ)i,4b2-4ac=:-2b:t.:b2-12c
b
1.Fall:4b?-12c<0 = keine LOsung, also keine Extrema
2.Fall: 4b?-12¢c=0 = c=%§b2, x=—§$§=—b/2m2.Ableitung 0

£ (x)=3x2+2bx+c=3x2+2bx+%b2=3 (x4+D/3) 2 >0 =f

(x) 1st monoton wachsend = keine Extrema
3.Fall:4b?-12c>0, dann
== 2o~ VJab? - 12¢ w—o 2b + ap? - 12c
1— 14 27
b b
fr7 (x)=06x+2b, f’’ (x1)=-2b-4p2 - 12c+2b<0 — Max

£f77 (x,)=-2b+.ab? - 12¢ +2b>0 — Min

[\

A5.2.16 Die Gleichung x'-3x°+2x?-1=0 besitzt in R mindestens eine
Losung

A5.2.17 Konvergenz der Reihen?

N 1
a) Z (_1)k Og(k)
k=1 k

Lés: £ (x) = 108X
X

A5.2.18

f: R-R, vdllig beliebig (auch unstetig, nicht differenzierbar)
g(x)=e"™

Zeige: (é,f(%)) Extremstelle von f(x) & (§,9(§)) Extremstelle von g(x)

Bew:“=" Sei § lokales Maximum von £ = 3 &>0: f(x)<f(§)V x€U.(E) f?T
efW<ef® V x€U,(E) = & lokales Maximum von g.
Analog fir Minimum
= £,f(§)) Extremstelle von f(x) = (§,9(§)) Extremstelle von g(x)
“e“ Sei € lokales Maximum von g(x) = 3 e>0: ef®<ef® V xe€U, (§)
e*€ (0,0) V x€R & log T auf (0,0) = log(ef®)<log(ef®) V x€U,(E)

—

= f(x)<f(E)V x€U.(§) = £ lokales Maximum von f. Analog Min

log Umbkehrf zu exp

= (§,£(§)) Extremstelle von f(x) © (§,9(E)) Extremstelle von g(x)
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A5.2.19 f(x)=cos(2nx), Alle Extremstellen und Wendepunkte?

//85.1.6 (2750) 2.)Kettenregel
//Vor:Sei f:A—B differenzierbar 1in ZOE:& , f(zy) E]% , und seil

// g:B—C differenzierbar in f(z,).

//Beh: g0 f:A—»C ist differenzierbar in z, und (gO f)’ (z,)=g’ (f(z,)) £’ (z,)
// (Kettenregel) (goO f)’=(g’ 0O f)f’.

//85.2.1 (2800) (notwendige Bedingung filir lokale Extrema)

//Vor: I offenes Intervall, f:I—-R, x,€I,

// f in x, differenzierbar

//Aussage: x, ist lokales Extremum - £’ (x,)=0

//85.2.7 (2807)
//Vor:f in (a,b)differenzierbar, x,€(a,b), £’ (x,)=0, 3 £’ (x,)#0
//Aussage: f hat in x, ein lokales Extremum:
// Minimum falls f’’ (x,)>0, Maximum falls f’7’ (x,)<0
Los: @ Extrama
cos beliebig oft differenzierbar & stetig = dgl f(x) =

f7r (x) - (2tx)’ cos’ (2nx)=-2mwsin (2nx), fr7 (%) T  -4micos (21tx) ,
55.1.62.) 55.1.62.)
£frr7r (x) = 8m’sin (2mx),
55.1.62.)
£ (x+7) - £f®(x) V k€Z, x€R
alle 10 periodisch
ll)tw‘endig 1
Sei & Extremstelle von f’ (x)=-2msin(2ng),-~ = 0 = E=—k.
i — 2
_ S55.2.1
- _-T 1
£/’ (x)=—-4m’cos (2nx) 3 0 =2 xz —k+— =
hinreichend) /// kez 2 -:-() 4
min(] (£'x)-£’7" (x)]) /.’.:/ 1 = £ (x)#f'" (x) = (£’ (x)=0 = £’’’ (x#0))
F10=0."(x)=0 4
hinrgichen
= Y ?§=l k: £/ (x)=0 & f£’'" (x)#0 = lk sind alle Extremstellen.
2 N 2
$5.2.7
® 8 Analog Wendepunkte, sin und cos vertauscht
1 1 1 1 1
£’ =0 » x=—k-— = """ (=k-—)#0 da £’ =0 nur fiur x==-k
(x) X 5 4 (2 4) (x) u ir x >
x Extremstelle von f & x:% k V keZ,
1 1
x Wendepunkt von f < x=3 k—Z V ke’Z,
1 1 1 .
® @@ k ungerade = x=k—Z: (cos(ZTc(E _Z))>O = f’’(x)<0)) = x ist Max
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