5.2(2800) Extrema,Mittelwertsatze der Differentialrechnung

D5.2.1 (2800) Sei Mc R, f:M— R gegeben. f hat in xEM ein
® globales Maximum (Minimum)<e f(x)<f(x,) (£f(x)=f(x,))V x€D
e @ lokales Maximum (Minimum)<e I 8>0: f(x)<f(x,) (£(x)=f (%))

V x€D mit |x-%x0|<d bzw V x€(a,b)N (x,-9, x,+0)
Extremum heiRft Maxima oder Minima

85.2.55 Exo

“rel Min

‘ i N
' ! t }
glob Min Max Us (X0)

S5.2.1 (2800) (notwendige Bedingung fir lokale Extrema)
Vor: I offgnes Intervall, f:I- R, x.€I,
f in xy differenzierbar

Aussage: xoisﬁ\lokaleé\Extremwn = £’ (x0)=0 (r@pkwérts kann falsch sein)

\ \ =TT T 7

I -—--

Bew: Sei x0€I=(a,59,iokaIQs Maximum =

/ . D5.2.1
3 &>0: f(x)Sfjxo) v xé%a,b)(\b@—e,xo+a)] (Min: f durch -f ersetzen)
a<Xo<b ? /// [XO_E,Xo"‘\g)]C(a,b) = f(X)Sf(Xo) A xXE [XO_S,Xo‘l's) ] =
passendes kl¢ines € AN
x)- f(x / N . x)- f(x
1£)—4££3230 V XE (xq,x+e) "= lup 11)—4££%2S0m..analog
X - 'x() // } diffb X— X4 X - xo //
/ lim f(U'.f@b)>o
/ X X xX-Xxy
& 3 o xy < lim SO SED) iy SO ()
X Xp+ xX- X, X Xg- X = X,
Bem: (.) f’ (x0)=0 ist nur notwendig fir das Vorliegen eines Extremums aber

keine hinreichende Bedingung

Andere Formulierung
//D4.1.1(2200) x€R, >0, Us(x,) :=[xER||x-xy|<d/=(xo-8,x,+65)
//1.)x,EM heiBt innerer Punkt von M:e 3 6>0 mit Us(x,) <M.//

// ﬁ& sei die Menge aller inneren Punkte von M //
Ist x, aus dem Rand xoel\j; ein lokales Extremum, SO muss
nicht gelten f’ (x¢)=0

Bsp: f(x)=x’, f’ (x)=3x?, £’ (0)=0, aber 0 ist kein Extremum

(..) Xo muss in offenem Intervall definiert sein. Aussage gilt nicht,
wenn f:I—- R in einem Endpunkt x, ein lokales Extremum besitzt.
Bsp: f(x)=x, x€[0,1] (nur einseitige Naherung) =

glob Max=1, glob Min=0, aber f’ (x)=1#0 V x€[0,1]
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Andere Formulierung:

o
Vor: McR, f:M—> R habe ein lokales Extremum in xc€ M und f sei
differenzierbar in xq
Beh: f’ (x,)=0 N
Bew: Sei f(xq)>f (%) V\x\e(xo—é,xo-l—é)CM (Min:

~
~

f durch -f ersetzen)

<0

~

f—%
: . S(x)- f(x)) .
A £ (%) =F, (x1)=F (%) . Xo<x<x+d = —OX:;O = £ (x,) <0.
N X- X, :
S >0
<0 \\\

(x)=f(x,)

flx)=f(x
Ko=O<x<x, = T ————

0 X—X,

——

>0
Bsp:1l.)f(x)=x?, x€R, f’ (x)=2x=0 fir x=0 = f hat lokales

Minimum in x=x,=0

2.)f(x)=sin x, I=[0,m] stetig, kompaktes Intervall
£’ (%x0)=0, d.h. cos x,=0 © x.=n/2,
3 Kandidaten: x;=0, X,=n/2, X,=mw,
Min:sin x;=sin x;=0, sin =®/2=1, Max auf [0,m]

3.) f(x)=x®, x€R, f hat kein lokales Extremum
obwohl f’ (x)=3x?=0 fir x x,=0
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S5.2.2(2802) Satz von Rolle
Vor:a<b, f:[a,b]> R sei stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b) und

f(a)=£f(b) ..
Beh: 3 E€(a,b) mit f’ (E)=0.
//S84.4.7(2560)Globale Extrema//

//Vor: McR oder McC ' M*kpmpakt, f:MLéR\étetig auf M.//

//Beh:3 min f(z)=min £(M)ER und 3 max f(z)=max £f(M)eER, d.h.//
ZEM zZEM

// g z,,z,EM mit f(z;)<f(z)<f(z,) V zeM.//
Bem:In folgenden Bsp sind die Vor nicht erfillt
1. f(x):=x-a fir as<x<b, f(x):=0 fiir x=b: fehlende Stetigkeit

2. f(x):=x-a fur anS‘lgb , f£(x):=b-x fur Egjisxsb =
a+b ., a+b

‘f;( )==1, [ ( )=1: fehlende Differenzierbarkeit

2 2

//D5.2.1 (2800) Sei Mc R(C), f:M— R gegeben. //

// £ hat in x,EM ein lokales oder relatives Minimum bzw. Minimum:< //

// 3 6>0 mit Us(xy) €M und f(x)=<f(x,) V x€Us(x,) bzw. f(x)=f(x,) V xE€EUs(x,) .
// In beiden Fdllen hat f in x, ein lokales oder relatives Extremum.
//85.2.1(2800) (notwendige Bedingung filir lokale Extrema)//

//Vor: McR, f:M— R habe ein lokales Extremum in xpéfk und f sei //

// differenzierbar in X,

//Beh:f’ (x,)=0//

Bew: 0.B.d.A. sei f nicht konstant auf [a,b](sonst ist f’ (x)=0 V x€(a,b))
= 3 c€(a,b) mit f(c)#f(a)=£f(b).

0.B.d.A. sei f(c)>f(a)=f(b) (sonst betrachte -f) 327
3 E€la,b] mit f(E)=f(x) V x€[a,b] = f£(€)>f(c)>f (a)=f (b)
= E€(a,b) = & lokales Max — £’ (E)=0

S5.2.1
Andere Formulierung:

Vors;%_fa X«,x*€[a,b] mit f(x.) <f(x) <f(x*) V x€[a,b].

® f(x.)=f(x)=f(x*) = f konstant

die Beh, triyiaierweise erfillt.

® Sonst: x.€(a,b) oder x*€(a,b). Sei dies oBdA x* (sonst betrachte -f).

f(x) - fx*) | =0(as<x<xx)
FE— <0(x*<x<b) ~

Daraus folgt, dass der Grenzwert fir x—x*, also die Ableitung im

Punkt x* gleich 0 sein muss.

Dann gilt fir den Differenzenquotienten

2802



Andere Formulierung:

Es sei eine stetige Funktion f:[a,b]> R a<b, welche auf (a,b)

differenzierbar ist, gegeben. Gilt f(a)=f(b) so existiert

mindestens ein E€(a,b) mit £’ (E)=0
Bew:Da f stetig auf [a,b] (kompakt!)

_min Y =max
3 x; s f bei x; x,=1Ma f

Dann gilt f(x;)<f(x)<f(x,) V x€[a,b]
1.Fall:f(x,)=f(x,) = f(x) =const

atb

2
2.Fall:f (x;)<f(x;), es muss gelten x; oder x,€(a,b).

z.Bsp £’ (

Bem:1.)S5.2.2 wird falsch, wenn f nur auf [a,b) oder (a,b]
stetig ist.
2.)Speziell gilt: Ist f(a)=f(b)=0, so hat f’ mindestens
eine Nullstelle zwischen a und b. Hat f m Nullstellen
auf I, so hat f’ mindestens m-1 Nullstellen

Bsp: f(a)=f(b)=0, f(x)=(x-a) V a<x<b = f’ (x)=1 V x€(a,b)

S5.2.3(2803) (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

Vor:a<b, f:[a,b]oR sei stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b)

Beh: d mindestens ein E€ (a,b) mit ng:gigz=f’(§)

//85.2.2(2802)Satz von Rolle//

//Vor:a<b, f:[a,b]> R sei stetig auf [a,b] und differenzierbar//

// auf (a,b) und f(a)=f)b)//

//Beh: 3 E€(a,b) mit £’ (E)=0.//

Bew: Setze g(x)=f(x)-[f(b)- f(a ] (x-a)/ (b-a), d.h.
g(a)=f(a)-[f(b)-f(a)] (a-a)/(b-a)= (a),
g(b)=f(b)-[f(b)-f(a)] (b-a)/(b-a)=f(a)

= g’ (x)=f’ (X)‘W =, 3 E€(a,b) mit g’ (§) =0 =
0=£7 () - LB S@ g gy LD J(@)
b-a b-a

Bem:Geometrische Interpretation von S5.2.3: Zur Sehne des Graphen
von (a,f(a)) nach (b,f (b)) d mindestens eine parallele
Tangente durch den Punkt (§,f(§)) mit a<E<b.

mindestens 1 parallele Tangente
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S5.2.4(2804) Erweiterter Mittelwertssatz der Differentialrechnung

Vor: (.)a<b, f,g: [a,bJoR seien stetig auf [a,b] und differenzierbar
auf (a,b) .
# Stetigkeit auf [a,b] wird in S$5.2.2 gefordert, der zum Beweis
# dient (Im Bew zu S$5.2.2 kommt S4.4.7 zur Anwendung, in dessen Bew
# Stetigkeit in [a,b] notwendig ist)
(..)g" (x)#0 V x€(a,b) = g(b)- ¢Ojg( )ig(a)
Beh:Gilt . ) *\‘\—\\\\\ SO El EE (a, b i b)-g(a))=g’ (§) (f(b)-f(a).
| T . it f'(&)
ilt =z zlich (.. f 51 T
Gilt zusat Q\\f ) so olgt P bj+g{a) g( ] -
//85.2.2(2802)Satz von Rolle//
//Vor:a<b, f:la,b]->R sei stetig-auf [a,b] und differenzierbar//
// auf (a,b) und f(a)=f(b)// el
//Beh: 3 E€ (a, mit £/ (§)=0.// \\\\\
Bew:# Seil ¢(X) [ (b)—f(a)]g(X)—[ (b)-g(a)lf{x), x€[a,b] =
# ¢(a): =[f(b) f(a)lg(a)-[g(b)-g(a)lf(a)=f(byg(a)-g(b)f(a), x€l[a,b] =
# ¢(b):=[f(b ) f(a)lg(b)-[g(b)- (a)]f(b)=f(b)g(a)<gib)f(a), x€la,b] =
# ¢(a)=9¢ (b) = “Vor 55 2.2 erfillt RN
# ¢ (x)=[£(b)= f(EH " (x)-[g(b)-g(a) £ (x),
# == 3 E€(a,b) mit ¢’ (§)=0 = [f(b)-f(a)lg’ (E)=[g(b)-g(a) £’ (&) ==

5522 N Vor ()
f) - f@@ £ (&)
gl) - g(a) g' (&)

Bem:1.)S5.2.4 impliziert 85\2.3 mit g(x)=

2.)85.2.3 = s5.2.4
3.) g’ (x)#0 V x€(a,b) = g’\\(\E)io V x€(a,b) =
g(a)#g(b) = (g(b)-g(a)#0)

S5.2.5(2804) Monotonie und Ableitung
Vor: f:[a,b]—R stetig und differenzierbar V x€(a,b).
Andere Formulierung:
Vor:Sei I ein Intervall mit Endpunkten a,b (-o<a<b=<ow).
f:I-> R sei stetig auf I und differenzierbar auf (a,b).
Beh:
1.)f Zbzw. £\ auf I & £'20 bzw. £f’'<0 auf(a,b).
//85.2.3(2803) Vor:a<b, f:[a,b]»R stetig auf [a,b] und diffb auf (a,b)//
//Beh: 3 mindestens ein &€ (a,b) mit EgDE)—_——E(—EQ:f’(E)//
- a
Bew:“=, Sei f _rauf I, x;,x€I, x<x, =
f(x)<f(x), %€ (a,b) = V 0>0:xE (x,-0,%x,+0)CcI =

F - fix,)

: X) - X

£ (o) =£] (00) = 20 2 £ (1) 20V x€ (a,b)
0

>0
s, £ (x)=0 bzw.f’ (x)>0 V a<x<b.

Sei x,,x%,€I, x<x, S;% f(x)-f(x:1)=(x-x1) £’ (E)=0:

x1<E<x, bzw >0

2.)f konstant auf I & f£’=0 auf (a,b).
Andere Formulierung
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f’' (x)=0 V x€(a,b) © f(x)=const
Bew:f=const & £ ~und f \(& f’>0 und £'<0 & f’=0 auf
(a,Db)
Andere Formulierung Bew:
//85.2.3(2803) Vor:a<b, f:[a,b]oR stetig auf [a,b] und diffb auf (a,b)//

flo) - £
//Beh: 3 mindestens ein E€(a,b) mit —iﬁ————EQZf’(i)//
- a
Bew: nw=n KXoy Xle [ar b] ’ Xo<X3 55.2.3%[4\_”’%]
x,)- f(x
#d mindestens ein xX€ (xq,x;) mit ZI—Q—4L££l=f’(x)=O = #
X = Xy

#f(ﬂ)'f(%)
Xp ™ Xo
f(x:)-f(x0)=0 ist. Also muB f konstant sein.
»<% Die Umkehrung ist klar, weil die Ableitung einer konstanten
Funktion verschwindet.
Andere Formulierung Bew:

=f' (x)=0 V x€(a,b) # =

f(x) - f(x,)
Bew:Wahle ein x,€I =2 V x€I 3 E&,: 0=f’ (§,)=—— (x)=f (xo)
S55.23 X - XO
< Beh.

3.)f’>0 bzw. £’<0 auf(a,b)=>f streng monoton wachsend bzw. fallend auf I.
Andere Formulierung:
Fir eine differenzierbare Funktion f: I—-R gilt:

Ist £’ (x) >0 auf f, so ist £1 (L ) auf I

f(x,) - f£(x.)
Bew: Xi,X,€I, x:<X, 5%2 0<ft’ (E)=;
. X

= f(x)>f (%) = £71
2 T X

7
e
/ e
/ 7

e
4.)Vor: f,g: I—-R differenzie#bare Fupkfionen
a)Gilt £’ (x)=g’ (x) V xEI,/so exféfiert ein ceR mit
f(x)=g(x)+c V x€I. ;7

1.~
Bew:Sei h(x):=f(x)-g(x)=c gi)p Beh
< 7

b)Ist I=[a,bY‘UHd\ggiE fi(a) =g (a) sowie f’ (x)=g’ (x) V x€(a,b), so
folgt f(x)>g(xy V Xefa.b) .
P /

~ -
~
~

~
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//85.2.3(2803) (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)//
//Vor:a<b, f:[a,b]J> R sei stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b)//

- 7
(o) f(a):f, (E) e
b- a pd
Bew: h(x)=f(x)-g(x). Annahme: 3 x.€(a,b) mit h(xokfo d.h f(x)<g(x)

//Beh: 3 mindestens ein &€ (a,b) mit

#f,g: I- R differenzierbar = h differenzierﬁér auf (a,b)S:i
7

h(x,) = @)

#3 mindestens ein &, €(a,b) mit h' (&)
o - a
>0 Pd
< — h(x,)
0=h’' (&, ) = h(xy)- h(a) < <0 = Widerspruch 0<0
Vor - 5523 X, - 4

X, - a
Bem:Gilt unter den Vor von a), dass f(xy)=g(x,) flir ein x,€I, so folgt
c=0, d.h. £(x) =g(x)

S5.2.6(2806) (notwendige Bedingung flir lokale Extrema)

Beh: f in (a,b) differenzierbar " fir ein %€ (a,b) gilt
(x-x0) £ (x) =0 (bzw. (x-%xq)f’ (x)<0) V x€((a,b) =
Xy lokales Minimum (bzw. Maximum) von f

//85.2.2(2803) (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)//
//Vor:a<b, f:la,b]oR sei stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b)//

. . ) f) - £
//Beh: I mindestens ein E€ (a,b) mit _iﬁ____gngr(g)//
- a
Bew:Im ersten Fall ist f’ (x)=0 flir x>xX, (x-%x,>0) und f’ (x) <0 fiur
. . S () - S(x)
X<xXy (x—%¢<0). Mit dem Mittelwertsatz folgt, dass ———— dasselbe
X- X,

Vorzeichen wie die Ableitung an einer Zwischenstelle § haben muss
und daraus folgt die Beh fir diesen Fall.
Der andere Fall kann genauso bewiesen werden.

S () - [(xy) S () - S(xy)
¥ YV E,x€(a,b)\x: x-x, =£(&)=20 " x-x =E(E)= 0= f(x)>f(x)
>0 <0

2806



S5.2.7 (2807)
Vor:f in (a,b)differenzierbar, x€(a,b), £’ (x,)=0, I £’ (x,)#0
Aussage: f hat in xyein lokales Extremum:

Minimum falls f’’ (xy) >0, Maximum falls f’’ (x,)<0

//85.2.1 (2800) (notwendige Bedingung fiir lokale Extrema)//
//Vor: I offenes Intervall, f:I-R, x.€I, //
// f in x, differenzierbar//

//Aussage: X, ist lokales Extremum f; 7 (x,)=0//

=0
— lim o Ty lim S o
Bew: f'' (x,) & im  f'(x)- f'(x,) =1lim L2220 =
D5.1.1 *7 %0 X2 X0 x - X, S'(x)>0
X- X,

=0

1 '
S'(x)- f'(x)) >0 fiir genligend kleine (x-x,) = (x-xo)f’ (x)>0 fir diese x
X=X,

T~ f hat in x, lokales Minimum
55.2.1

Beachte :0BdA kann (a,b) so verkleinert werden, dass Vor gilt
Bew Maximum analog

Andere Formulierung Bew:

//D5.1.1(2700)//

//2.)Die hdheren Ableitungen von f sind induktiv folgendermaBen
// definiert: Sei McC, f: M—C gegeben.

// Flir z.€M sei £©@ (zy) :=f(zg) .

//  Sei Us(zo)=[z€C:|z-z,|<8/cM (in R: Us(x,)=(x-08, x,+8) M) .

// Ist nEN und I £@-Db (z) V z€Us(zy),dann heiBt

// f n-mal differenzierbar in zy:e f£©@-D (z) ist in z, differenzierbar, //
, f(n- 1§} ~) - f(n- 1) >
d.h. 3 l}m @) <0)=:f“”(zo)€C3bzw.
7% zZ - Z,

/)3 D (zg) 1= gem ()
dz

//85.2.6 (2806)Fur f:(a,b)—»R, mit a<b gilt://

//b)Falls f in (a,b) differenzierbar ist und falls fiir ein x.€(a,b) gilt //
(x-%0) £/ (x) =0 (bzw (x-x¢)If’ (x) <0) V x€(a,b), dann ist x, ein lokales

// Minimum (bzw Maximum) von f.//

o =(EP 0 (2))

=0
K_JH g J]
— , : X X
Bew:f’’ (x,) = lim f'(x)- f'(x,) :1lm—1£—l. 3 e>0: S, 20 Y Ix-xl<e
D5.1.12) X7 % 2% x - X, X=X, JS"(x0)>0
X=X,
= (x-%0) £’ (x)>0 V x: |x-x,|<¢ Y;;%/)f hat hier lokales Minimum

(beachte, dass wir oBdA das Intervall (a,b) so verkleinern konnen,
dass die Voraussetzung auf dem ganzen Intervall gilt).
Der andere Fall wird genauso bewiesen

Bsp: 1.) sin x hat lokale Extrema an allen Nullstellen von cos Xx
Bew: ?
2.)Alle lokalen Extremstellen von f(x)=[1-x%]""
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A5.2.1 ® f,g stetig auf [a,b] ®differenzierbar auf (a,b), ® f(a)=g(a),
® (0 <f’ (x)<g’ (x) V x€(a,b).
Zeige f(x)<g(R) WV x€4a,bl___ _
Los:Betrachte h(x)=g(x)-f(x) = h’(x)=—7_§T"f*ij>O auf (a,b) =
hTt = h(x)>h(a) V x>a, g(x)-f(x)>g(a)-f(a)=0 = g((x)>f(x)V x€(a,b]

S5.2.8(2808) Zwischenwertsatz von Darboux

Vor:Sei Ic R ein Intervall und f:I- R differenzierbar auf I.
Sei a<b, a,b€l und f’ (a)#f’ (b).

Beh:V n:f’ (a) >(<n >(f’ (b) 3 E€(a,b) mit £/ (E)=m.

//S4.4.7(2560)Globale Extrema//

//Vor: McR oder McC ' M kompakt, f:M—R stetig auf M.//

//Beh:3 @é?f12)=min f(M)€eR und F fgf f(z)=max f(M)eR, d.h.//

// 3 z,,z2,EM mit f(z,)<f(z)<f(z,) V zeM.//

//85.1.2(2705) Ist eine Funktion f:I—» R in einem Punkt x, differenzierbar,

// so ist sie dort auch stetig.
//85.2.1(2800) (notwendige Bedingung fiir lokale Extrema)//

//Vor:Mc R, f£:M—> R habe ein lokales Extremum in xﬁEﬁI und f sei //
// differenzierbar in xq//

//Beh:f’ (x0)=0// [mm o ——— oo |
Bew:Sei 0.B.d.A. f’ (a)>n>f’ (b) und F(x):=f(x)-nx V x€I = !
F differenzierbar éﬁf_ff"FTTEJEf”TéTfH>O, F’ (b)=f’ (b) -Nn<0

///://>>0 7

- F (a)= 1_}? F(x)- F(a)>6/// 1_}? F(x)- F(a)>o -
X-a {:ga

- >0
Z

//,// ——N—
Fr(b):linlflfl;flé2<6/: lim_F(W)'FKb)<O

xoP- x-b xo b S x-b
<0
Fir x>a, x nahe an a gilt F(x)iy( a) V a<x<a+d
Fir x<b, x nahe an b gilt F(x)>F(b), V b-0<x<b.
F steig stetig auf T [a, b] = 3 Ee (a mit F(§)>F(x) V a<x<b(x€[a,b]) =

§5.1.2 S4.4.7

E#a, E#b = EE(a,b) = F’' (E)=(£(§)-ME)'=f7 (E)-(ME)’'=0 = £’ ()=

S5.2.5

Bem:In S5.2.8 braucht f’ nicht stetig zu sein.

Andere Formulierung:
Sei f auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] differenzierbar und sei
y eine beliebige Zahl mit f’ (a)<y=<f’ (b) oder f’ (b)=<y<f’ (a).
Dann gibt es ein x€l[a,b] mit f’ (x)=y.
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//S4.4.7(2560)Globale Extrema//
//Vor: McR oder McC ' M kompakt, f:M—R stetig auf M.//

//Beh:3 fé?f]z):min (M) ER und F Tgf f(z)=max f(M)ER, d.h.//

// g z,,z,EM mit f(z;)<f(z)<f(z,) V zeM.//
//85.2.1(2806) (notwendige Bedingung fiir lokale Extrema)//

//Vor:Mc R,F:M> R habe ein lokales Extremum in xﬁzﬁh und f sei //

// differenzierbar in x.//

//Beh:f’ (x0)=0//

Bew: ® Falls y=f’ (a) oder y=f’ (b), ist nichts zu zeigen.
® Sonst sei g(x)=f(x)-xy gesetzt. Sei oBdA f’ (a)<y<f’ (b)
angenommen (sonst betrachte -f und -y)). Dann ist g’ (a)=f’ (a)-y<0 und
g’ (b)=f’ (b) -y>0. Daraus folgt, dass das Minimum von g (welches nach

S4.4.7 existieren muss) nichHt~Iir eimrem-der Randpunkte liegen

kann (#weil g’=0 [die Bedingung fiir Extremwerte] fd}_a?x<b#), also
in einem Punkt x,€ (a,b) angenommen werden muss. Nach S5.2.1 folgt
g’ (x0) =f" (x0) —y=0 = £’ (x¢)=y.

Bsp: g(x):=0 fir -oo<x<xy, g(x):=1 fir x05x<a>§§;8

3 keine f(x) auf R mit f’ (x)=g(x) V xeR.

//85.2.2(2802) (Mittelwertsatz fder Differentialrechnung)//
//Vor:a<b, f:la,b]oR sei stetid /auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b)//
fo) - f(@

//Beh: 3 mindelstens ein &€ (afb) mit __ET_____:f,(%)//
- a

S5.2.7 Newton| Verfahren (£810)
#Bspskizze:
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J(x,)
X” - )C”H
f(xh)=1" (X)) (Xn=Xpy1) =
£ (%n) Xon=%,17 (%) —£ (X,) =

(%) £ (%,) =

ERACH. . .
n Xn41=Xn ™ "3 ...deshalb Motivation
S'(x,) -
An+1—Xp ///
_» <_ -

Sei f:(a,b)—R differenzierbar auf (a,b) und sei M€E(a,b) eine
Nullstelle von f£ mit f:4*T§¢O. Beginnend mit einem Startwert x.€ (a,b)
versuchéh\wix eing/Féige (x,) durch die Vorschrift

Xps1=Xp— %;%2£§:V nEENO zu\deflnleren Dies gelingt nur, wenn x, keine
Nullsteyle vog\i’ ist und deshalb nehmen wir an, dass das Intervall
[a,b] bereits so‘klein ist, dass f’ dort kerne ~Nullstelle hat. Setzt
man dann\d)(x)=x—f¥x)/f’(x), so ist offenbar (M)=n. Falls f sogar
2 mal differenzierbar auf (a,b) ist, dann ist dont/?b wenigstens
einmal dﬂfferenzierbar und /////

] 2 [ -~
@ () =17 P Tt 0 £ () 47T Y X (M-, )
Wir setzeﬁ voraus, dass |q>’{;9¢1§a<1 gilt V x€(a,b) (dies gilt
sicher, f%lls D’ stetig/pnd’das Intervall (a,b) klein genug ist, denn
D "(M)=£E(M)E"’ (M)/ (£ (MN))*=0). Aus dem Mittelwertsatz folgt dann
| %= MN =] P (X)) M+ <a|x,-N|. Mit dieser Abschatzung folgt wegen
o<l, dass alle x,€(a,b) liegen und dass die Folge (x,) gegen T
konvergiert (dies wird ausfiihrlicher spater behandelt). Dieses
Newtonverfahren konvergiert im Allgemeinen deutlich schneller als das
Bisektionsverfahren oder die regula falsi. Z.B. ergeben sich fir
f(x)=cos x und cos x,=1,6 die Werte x,=1,570788, x,=1,5707963 und der
2. Wert stimmt bereits mit /2 in allen angegebenen Stellen iiberein.

A5.2.2 Gib eine geometrische Interpretation des Mittelwertsatzes

A5.2.3 Benutze den Mittelwertsatz, um eine Abschatzung fir sin(1,005)

zu erhalten, wenn der Wert fiir sin 1 (z.B aus einer Wertetabelle)
bekannt ist.

A5.2.47%eige, dass das Newtonverfahren, angewandt auf f (x)=x°-a,

gerade der Quadratwurzeliteration entspricht.
Finde selber das analoge verfahren zur Berechnung von /g

2810



A5.2.5 Warum ist folgendes Argument kein Beweis fir den
2. Mittelwertsatz: Nach dem 1. Mittelwertsatz gibt es ein
E€(a,b) mit f(b)-f(a)=f’ (E) (b-a). Dasselbe gilt auch fiur g anstelle
von f und daraus folgt S5.2.4

Lostip:Andere Funktion... anderes §

, , , ¥ sin(l / ¥ (x # 0)
A5.2.6 Zeige:Die Funktion f (x)= ] ( 0
. X =

jedem Punkt von R(also auch im Nullpunkt) differenzierbar, aber die
Ableitung ist nicht stetig im Punkt x=0.
Los:x#0:f’ (x)=2xsin(1/x)-(1/x?)x’cos (1/x)#=2xsin(1/x)-cos (1/x)

( **1limcos(1/x) existiert nicht)
0

- 2
Tl = Feg) _y x7sin(/)- 0 _y poin(1/x) 220 da (sin(1/x) <1)
x - 0 x-0 x—0
differenzierbar = £’ (0)=0
** daher Ableitung unstetig, 2xsin(1l/x)—0
*? nimmt jeden Wert an...Ableitung hat keine Sprungstellen

ist in

x=0:

A5.2.7 Zeige: Ist die Funktion f in I=(a,b) differenzierbar und die
Ableitung f’ monoton, so ist f in I stetig differenzierbar.

//85.2.8 (2808)Zwischenwertsatz von Darboux fur Ableitungen//
//Vor:Sei ICc R ein Intervall und f:I—- R differenzierbar auf I. //
// Sei a<b, a,b€I und f’ (a)#f’ (b).//

// Beh:V m:f’ (a)<n<f’ (b) I E€(a,b) mit £’/ (§)=n.//

Achtung Losung habe ich nicht ganz verstanden, enthalt

Lés:Annahme f/ nicht stetig, d.h. 3 x,€(a,b) mit UM £ (x)=liMer (5,

X X x— %)
0.B.d.A. f’(xo)iéjigf’(x) (fir x.; Bew entsprechend).
O0.B.d.A. f’ monoton\wqchsend (fallend..statt <, >). Dann gilt
Vo E<xo, ¥ Doxo, £/ (8) <IIMer (x) S (%) leirg £/ (x) <f’ (T) im Widerspruch
0 ! X7 Xp

zum Zwischenwertsatz, da f auf [xi,x,], x:>a, x,<b
differenzierbar.

A5.2.8 Zeige mit Hilfe des Mittelwertsatzes:
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f(b) - £
f(a,b)= R stetig auf (a,b) differenzierbar = 3 Ee(a,b):Ai—L———Eﬂ—

a) Imn(1-cos(1/n))=0

n—0

//85.2.4(2804)Erweiterter Mittelwertssatz der Differentialrechnung//
//Vor: (.)a<b, f,g: [a,b]oR seien stetig auf [a,b] und differenzierbar//

// auf (a,b). //

// (..)g(b)-g(a)#0 und g’ (x)#0 V x€(a,b),//

//Beh:Gilt (.) so 3 Eeta,b): £7 () (g(b)-g(a))=g’ (§) (f(b)-f(a).
TRz f@ £ (E)

// Gilt zusatzlich (..) so folgt - = ./
J glb) - g@~-g' (&)
. e 55,2, =
B - : COsSs - COS n ; . , sin s\-e i , —
LOs: EPgn(l—cos(l/n))=—£E% R = EP% sing,*"**"sin 0=0 ==

f =cos, f'=sin

3 E€(0,1/n), dann lIME=0

b) lim X(l - a\k
x—a X[‘u _ a[’»
//85.2.3(2803) (Mittétwertsatz der Differentialrechnung)//

//Vor:a<b, f:|la,b]>R sei\§tet;g auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b)//
//Beh: d mindestens ein E€ (a,b) ﬁif‘jzgll—égg=f’(§)//

- a
//85.2.4(2804)Erweiterter Mittelwertssatz der Differentialrechnung//
//Vor: (.)a<b, f,g: [a,b]oR seien stetig auf [a,b] und differenzierbar//
// auf(a,b). //

CL
=—a*Pf, a>0, P#0
B l3

/7 (..)g((b)-g(a)#0 und g’ (x) #0 V xe(a,b),//

//Beh:Gilt (.) T=~=___  so 3 Eeta,b): £’ () (g(b)-g(a))=g’ (E) (f(b)-f(a).
.20 ) ) 9

//  Gilt zusitzlich (..) 50~ folgr —orz.f@ _I1(S)

~g) - g@~g (£)°
//84.2.3(2307) Grenzwertregeln

//1) 0 f(x)=a, LiMg(x)=b = LiMf(x)/g(x)=a/b (falls b#0)//

o o . a o — . a 4 . -1
1os: lim X =0 _lim x'~a® X=0__ lim x"~a’,  lim xf—a’|"
voa B gP oxve x_q xP—qa X2 x—qa x2a x—a
Falls auf der rechten Seite beide lim existieren
f(b) f(a)
~ §5.2.2
Xa — aa - a—1 -1 . a-1 = -1
L - =f' (&) = ol (yoy*' stetig) ad, - oa“
X—da — §2a
- f'(a®)=0,f'(a)=0
b a

(MWS f (x)=x* differenzierbar auf R, f’ (x)=0x*"', x—a, x<E.<a,
a<E.<x MWs 3 E,, 1;2 £.=a)

B_ B B_ B 1 . a
X ZA _pabrep, X4 = lim X —a _ -
xX—a X—a Ba xda B qP B
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