4.5(2600) Gleichmäßige Konvergenz von Funktionsfolgen

siehe auch unter 4.2

D4.5.1(2600) 
 Geg sei eine beliebige Menge D, sowie Funktionen fn,gk:D(K ( n,k(N.

 Dann nennen wir    (fn) eine Funktionenfolge auf D und 
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 Die Funktionenfolge (fn) heißt auf D gleichmäßig konvergent, falls sie 

 punktweise konvergiert (gegen die Grenzfunktion f) und falls weiter 

 gilt: ( (>0 ( N(R+ ( n(N ( z(D:n(N ( |fn(z)-f(z)|<(. 
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 Partialsummenfolge

Vergleich zwischen gleichmäßiger und punktweiser Konvergenz
Die Wahl von N bei gleichmäßiger Konvergenz hängt nur von ε ab. Im Gegensatz dazu hängt bei punktweiser Konvergenz N sowohl von ε als auch von x ab. Formuliert man beide Konvergenzbegriffe mithilfe von Quantoren, so sieht man, dass sie sich in der Reihenfolge der „Einführung“ von x und N und damit der Abhängigkeit der zwei Variablen voneinander unterscheiden:

punktweise Konvergenz: ( x(X ( (>0 ( N((,x) ( n>N((,x): |fn(x)-f(x)|<( 
gleichmäßige Konvergenz: ( (>0 ( N(()(N  ( n>N(() ( x(X:|fn(x)-f(x)|<(
d. h., für punktweise Konvergenz muss es für jedes x und für jedes ε>0 eine natürliche Zahl N geben, so dass für alle n≥N gilt: |fn(x)−f(x)|<ε.

Aus der gleichmäßigen Konvergenz folgt die punktweise Konvergenz, aber nicht umgekehrt. 

Beispielsweise konvergiert die Funktionenfolge f=(fn)n(N definiert durch
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Andere Formulierung

Gleichmäßige Konvergenz von Funktionsfolgen

Vor:  M(R oder M(C, fn:M( C, n(N
Aussage:Die Funktionsfolge (fn)
[image: image11.wmf]n

=

¥

1

=(fn(z))
[image: image12.wmf]n

=

¥

1

 konvergiert gleichmäßig auf 
        M gegen f(z):M( C: (
 ( (>0 ( n0=n0(() (unabhängig von z(M) mit |fn(z)-f(z)|<( ( n(n0(() ( z(M.

 
Bsp:zn, |z|((<1, |zn-0|=|zn|=|z|n (rn<(, rn<
[image: image13.wmf]e

<1 ( enlog r<(<1 

     ( n log r<log ( (  n>
[image: image14.wmf]log

log

e

r

 ( |zn-0|<( ( n(n0(():=(
[image: image15.wmf]log

log

e

r

(+1                                  
 fn(z):=z n, n(N, konvergiert ( 0<r<1 gleichmäßig auf 
[image: image16.wmf]U

R

(

)

0

 gegen f(z)=0, 
 aber nicht  auf U1(0).

 |fn(z)-0|=|zn|=|z|n(rn<( ( n=n0(() mit n0(():=(log(/logr(+1.  
S4.5.1(2601)


[image: image17.wmf]·

 Funktionenfolge Cauchy-Kriterium für gleichmäßige Konvergenz
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Beh:(fn(z)
[image: image18.wmf]n

=

¥

1

 konvergiert gleichmäßig auf M (gegen Funktion f(z):=M(C)    
   ( (
[image: image19.wmf]e

>0 ( n0=n0(()(unabhängig von z(M) mit |fn(z)- fm(z)|<( ( n,m(n0(()

//D4.5.1
//Die Funktionenfolge (fn) heißt auf D gleichmäßig konvergent, falls sie 

// punktweise konvergiert (gegen die Grenzfunktion f) und falls weiter 

// gilt: ( (>0 ( N(R+ ( n(N ( z(D:n(N ( |fn(z)-f(z)|<(. 

Bew:“(„ ( (>0 ( (()(N  ( n( n0 und ( z(M: |fn(z)- f(z)|<( (    

        |fn(z)-fm(z n0)|(|fn(z)-f(z)|+|f(z)-fm(z)|<2( ( n,m(n0(() 

        und ( z(M

   „(„(
[image: image20.wmf]e

>0 ( n0(()(N:|fn(z)-fm(z)|<
[image: image21.wmf]e

 ( n,m(n0(() und ( z(M. 

       Wähle festes z0(M ( |fn(z0)-fm(z0)|<( ( n,m(n0(() 

       ( (fn(z0))
[image: image22.wmf]n

=

¥

0

 ist Cauchy Folge ( ( 
[image: image23.wmf]lim

n

®

¥

fn(z0)=:f(z0)( C ( 

       ( f(z):M( C, fn(z)
[image: image24.wmf]{

¥

®

®

n

f(z) ( z(M.

       m((:|fn(z)-fm(z)|(|fn(z)-f(z)|((, ( n(n0((),( z(M
[image: image25.wmf]1

.

5

.

4

D

Þ

Beh
Andere Formulierung und Satz für Funktionenreihe: 

   Mit den Bezeichnungen wie in obiger Def gilt:Die Funktionenfolge (fn)  

   ist genau dann auf D gleichmäßig konvergent, wenn 

   ( (>0 ( N(R+ ( n,m(N ( x(D:n,m(N ( |fn(x)-fm(x)|<(.
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A4.5.1 Zeige: Die Funktionenfolge (fn) mit fn(x)=xn ist nicht 

   gleichmäßig konvergent auf dem abgeschlossenen Intervall 

   [0,1].

   Lös:Wann gilt |x|n<
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A4.5.2 Zeige: Die Funktionenfolge (fn) mit fn(x)=(1-x)xn ist 

   gleichmäßig konvergent auf dem abgeschlossenen Intervall 

   [0,1]
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A4.5.3 Zeige: Die Funktionenreihe 
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A4.5.4

a)Finde die maximalen Intervalle, auf denen die Funktionenfolge 

   fn(x)=x*exp(-nx²) punktweise bzw gleichmäßig konvergiert.

//D4.5.1(2600) Vor:  M(R oder M(C, fn:M( C, n(N//
//Aussage:Die Funktionsfolge (fn)
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       Sei (>0 beliebig. Wähle N=1/(², dann gilt ( n(N mit n
[image: image216.wmf]³

N: 

       |fn(x)|
[image: image217.wmf]£



EMBED Equation.3[image: image218.wmf]ï

î

ï

í

ì

>

<

£

£

"

<

e

e

e

e

|

|

,

1

|

|

1

|

|

|

|

x

n

x

n

x

x

 , ( n>1/(² 

       # ( fn auf R gleichmäßig konvergent

b)Zeige: Wenn eine Funktionenfolge (fn) auf D gleichmäßig gegen die 

  Nullfunktion konvergiert, so muss für jede Folge (xn) aus D gelten: 
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   (.)punktweise aber (..)nicht gleichmäßig konvergent ist.

   Anl.: Finde eine Folge (xn) aus dem Intervall (0,2), welche 

        die Bedingung aus (b) nicht erfüllt.

Lös:0<x<2 (        |1-x|<1, (1-x)n(0, 

    x=0 oder x=2 ( fn(x)=0
[image: image239.wmf]{

¥

®

®

n

0, 

    x([0,2] (       |1-
[image: image240.wmf]{

]

2

,

0

[

Î

x

|=1: n²(1-x)n divergent. 

   xn=
[image: image241.wmf]n

1

([0,2]: fn(1/n)=n²
[image: image242.wmf]1

n

(
[image: image243.wmf]1

n

-2)(1-
[image: image244.wmf]1

n

)n ( 
[image: image245.wmf]3

2

1

-¥

®

-

)

2

1

(

n



EMBED Equation.3[image: image246.wmf]4

3

4

2

1

1

)

1

1

(

®

-

+

n

n

 divergent ( 

   keine gleichmäßige Konvergenz

//D4.2.4(2303)Funktionenfolge (fn) konvergiert gleichmäßig auf X gegen f:

//      ( (>0 ( n0: |fn(x)-f(x)|<( ( x(X ( n>n0// 

//S2.2.4(1307) Bolzano Weierstraß (BW)(siehe auch S2.4.1)//

//   Jede beschränkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge//

//D4.1.1(2200)

//5.)M heißt kompakt:( M ist abgeschlossen und beschränkt//

//    Eine Teilmenge M(R heißt abgeschlossen, wenn der    

//    Grenzwert jeder konvergenten Folge (xn) mit xn(M selbst 

//    in M liegt.

//   Eine Teilmenge M(R heißt kompakt, wenn jede Folge in M//
//   eine konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert wieder zu M //

//   gehört//
S4.5.4 (2605)
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A4.5.5 Es sei s(x):=|x-(x(-1/2|, x(R, und f(x)=
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 a)Untersuche die Funktion f:(0,1(( R auf gleichmäßige Stetigkeit

                                             

                   x                  s(1/x)(=0 für 1/x=0,5; 1,5; 2,5..    

     0       1               2/3    1                 x=     2/3; 2/5… 

s(x)                   0                   =1/2 für 1/x=  1; 2;   3…

                                                      x=  1; ½;   1/3…   

//D4.4.5 (2562)M(R 
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b)Ist f auf (0,1( stetig?

//S4.3.2(2403)Folgenstetigkeit//

//   Genau dann ist f=D( K stetig in x0(D, wenn für jede Folge//

//   (xn) in D mit xn(x0 auch f(xn)
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//S4.3.3 (2403)Rechenregeln für Stetigkeit//

//Vor:f,g: M( R stetig im Punkt x0(M.//

//Beh:3.)Sind f:D(D1 stetig in x0(D und g:D1( K stetig in f(x0)( D1, so 

//         ist die Hintereinanderausführung g

f:D( K stetig in x0.//

//S4.4.3 (2530)Umkehrfunktion//

//Ist f:I( R streng monoton und stetig, so besitzt f auf dem Intervall// //J=f(I) eine Umkehrfunktion f-1, welche dort stetig ist und im selben// //Sinne wie f streng monoton ist.//

Lös:s(x):=|x-(x(-1/2|, ist stetig auf R, wie man z.B. mit dem 

    Folgenkriterium nachprüft. 
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A4.5.6 

a)Es sei M(R und f,fn:M( R, n(N. 

  Zeige: Gibt es ein (0>0 und eine Folge (xn) in M, sodass 
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  so kann (fn) nicht gleichmäßig auf M gegen f konvergieren.

Bew:Annahme fn
[image: image313.wmf]{

¥

®

®

n

f glm konvergent auf M ( Zu (=(0>0 ( n0(N auf M:

    
[image: image314.wmf]4

4

3

4

4

2

1

0

n

n

ein

für

n

)

x

(

f

)

x

(

f

³

-

<(0  
[image: image315.wmf]"

 n(n0 und 
[image: image316.wmf]"

 x(M. Widerspruch, denn nach Vor gilt 

    |fn(xn)-f(xn)|( (0 für unendlich viele, also für mindestens ein n(n0. 

    Also konvergiert fn nicht gleichmäßig auf M gegen f

Bem:(.)Es kann sein dass fn trotzdem auf M glm konv, 

       nur eben nicht gegen f

   (..)Die Aussage von A4.5.6 a) gilt auch für Funktionen f,fn:M( C, wo 

       M( C.

b)Untersuche die untenstehende Funktionenfolge (fn)
[image: image317.wmf]n

=

¥

1

 jeweils in den 

  Intervallen I1=(0,1( und I2=(1,2( auf gleichmäßige Konvergenz: 

  fn(x)=
[image: image318.wmf]nx

n

x

1

2

2

+

, x(R, n(N.

//D4.5.1 (2600)Gleichmäßige Konvergenz//

// Sei M(R oder M(C. Sei fn:M( C für n(N gegeben. Die Funktionsfolge//

// (fn)
[image: image319.wmf]n

=

¥

1

=(fn(z))
[image: image320.wmf]n

=

¥

1

 konvergiert gleichmäßig auf M gegen f(z):M( C: (//

//( (>0 ( n0=n0(() (unabhängig von z(M) mit//

// |fn(z)-f(z)|<( ( n(n0(() und ( z(M.//

// Andere Formulierung //

// Die Funktionenfolge (fn) heißt auf D punktweise konvergent, falls für 

// jedes z(D die Folge (fn(z)) konvergent ist. Ist dies der Fall, so //

// heißt f:D(K, mit f(z)=
[image: image321.wmf]lim

n

®

¥

 fn(z) ( z(D, die Grenzfunktion der Folge./

// Die Funktionenfolge (fn) heißt auf D gleichmäßig konvergent, falls sie 

// punktweise konvergiert (gegen die Grenzfunktion f) und falls weiter /

// gilt: ( (>0 ( N(R+ ( n(N ( z(D:n(N ( |fn(z)-f(z)|<(.// 

Lös:#f(x)=#
[image: image322.wmf]lim

n

®

¥

fn(x)=0, fn(x)
[image: image323.wmf]{

¥

®

®

n

0 ( x(R  punktweise Konv.

   (.)fn konvergiert nicht glm auf I1=(0,1( , denn sonst:

     ( Funktion f: (0,1((R mit fn(f glm auf I1 ( 

     f(x)=
[image: image324.wmf]lim

n

®

¥

 fn(x)=0 
[image: image325.wmf]"

 x(I1. Aber mit xn=1/n gilt

     |fn(xn)-
[image: image326.wmf]{

f

x

(

)

=

0

|=
[image: image327.wmf]n

n

n

n

×

+

×

1

1

1

2

2

 =1/2=:(0>0 ( n(N ( also kann (fn) nicht 

                             gleichmäßig gegen f konvergieren (nach (a))

  (..)fn(x)
[image: image328.wmf]{

¥

®

®

n

0 konv glm auf I2=(1,2( gegen f
[image: image329.wmf]º

0

      (genauer: f:I2( R, f(x)=0 
[image: image330.wmf]"

 x(I2), 

     denn zu (>0 bel fest. Wähle n0=(2/((+1 ( |fn(xn)-
[image: image331.wmf]{

f

x

(

)

=

0

|= 

      
[image: image332.wmf]nx

n

x

1

2

2

+


[image: image333.wmf]{

]

2

,

1

[

x

Î

£


[image: image334.wmf]2

2

1

1

2

*

n

n

+

(
[image: image335.wmf]2

0

2

*

n

n

+

=
[image: image336.wmf]2

n

(2/n0<( ( n(n0, ( x(I2.

A4.5.7 Für welche x(R sind die folgenden Reihen konvergent? 

   Finde maximale Intervalle, auf denen die Reihen gleichmäßig 

   konvergieren.
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    Die Reihe konvergiert nicht glm auf auf (-1,1(, denn sonst müsste sie 

    glm gegen obiges f konvergieren. Nach S4.5.3 wäre dann f stetig, 

    aber f ist bei x0=0 unstetig.

A4.5.9
a)Es sei M( C und f:M( C. Zeige:

  f gleichmäßig stetig auf M ( |f| gleichmäßig stetig auf M

b)Bestimme alle Unstetigkeitsstellen der Funktion

  f: R( C, f(x)= 
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(Dieses Bsp zeigt, daß die Umkehrung von a) nicht gilt)

A4.5.10 Geg sei ein Intervall I( R und eine Funktion f:I( R.

     Zeige, dass f genau dann gleichmäßig stetig auf I ist, wenn für 

     alle Folgen (xn)
[image: image476.wmf]n

=

¥

1

  und (yn)
[image: image477.wmf]n

=

¥

1

 in I mit

                 xn-yn
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0 auch f(xn)-f(xn)
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Lös:(.)f:I( R sei gleichmäßig stetig, d.h. 

      ( (>0 ( (>0, ( x,y(I mit |x-y|<( gilt |f(x)-f(y)|<(. 

      Weiter seien (xn),(yn) Folgen in I mit 
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      Z.z.:f(xn)-f(yn)
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0. Sei (>0 baf. ( ( n0(x): |xn-yn|<((=((()).

      ( n(n0(() gilt ( |f(xn)-f(yn)|<( ( n>n0(()

      Also gilt 
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   (..)Nun sei f nicht gleichmäßig stetig, d.h. 

      ( (0>0 ( (>0 ( x,y(I mit |x-y|<(: |f(x)-f(y)|((0.

      Sei ein solches (0>0 geg. ( 

      ( xn,yn(I, ( n(N mit |xn-yn|<1/n und |f(xn)-f(yn)|((0 (
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