4.3(2400) Stetige Funktionen

Im Folgenden betrachten wir Funktionen auf einem meist fest gewdhlten
Definitionsbereich DcK, sowie einen weiteren Punkt x,€D. Der fir uns
wichtigste Fall ist der, wenn D ein Intervall in R und x, ein Punkt im
Inneren des Intervalls oder einer der Randpunkte ist, aber meist spielt
die genaue Art von D und x, keine Rolle.

D—K, 2z, Haufungspunkt von D, DcK,

Mg (zp)=y, & ¥V e>0 3 8 |£(2)- fJ(’O <e ¥ z€y, (20)ND &

Z4)

Vo (z), (2.)€D\{z0}, z.—Z gllt: £ (z4) 2Yo
Wir betrachten hauptsachlich reellwertige Funktionen aus einem Intervall

//D4.1.1(2200) Fiir x€ER und 6>0 sei//
// Us (x0) :=[xER|| x-x,| <8]= (x,-0,x,+0) =6-Umgebung von x, in R.

// {ye(x0) 1=Us (x0) \[x0]=[xER[0<| x=x,] <5/

//3.)x,ER heiBt Hiufungspunkt (HP)von M:< V >0 ist MN E}g(xw;f@.//
//4.)M’ sei die Menge aller HP von M//

D4.3.1(2400)
Sei DcR. Dann heiBt f: D—R, stetig im Punkt x,€D:e

V €>0 3 8>0:f(x)€U€ (f(x,)) V x€DNUs(x,) oder Aquivalent....
**x*x (Ve>0 3 0>0 mit |f(%) f(xo) | <€ v XED mit |x-Xq|<0) .
f heiBt stetig auf HCD ¢5 f lst\ln Jjedem x,€A #tetlg

\
Bem:Ist x,€DND’, so ist ﬁ spetlg in X, © 3 llmf(x,)zf(xo).
\
I

\ X7 X
#Vergleich mit Def Funktlémsgrenzwerte |
#4.2 Funktionsgrenzwerte |/ \ /
#D4.2.1(2300) Sei McR, )%GM’ d.h. xo\ist HP, und f:M— R gegeben
I

\
#1.) f (x) konvergiert gegeﬂ aeR fir xﬁxo |

¥V e>0 3 850 mit f(x )erE(\a) v xEMﬂU (x5) - ,’
# (V e>0 3 0.>0: | £ (x) a|<s V xéM mit O<|x xo|<6)

# Schreibweise:%iﬂlf(x)=a oder f(x)—a(x—Xg) .

- %

Fur a,b€R, a<b heiBt f:[a,b]—R linksseitig stetig in einem
Punkt x,€(a,b], wenn gjgnf(x)=f(xw
0-

Analog wird die rechtsseitige Stetigkeit definiert. Offenbar ist f stetig
an einer Stelle x¢€(a,b), wenn es dort sowohl rechts-, als auch
linksseitig stetig ist.

Wir nennen f auch stickweise stetig, wenn f bis auf endlich viele
Ausnahmestellen x;€[a,b] stetig ist und wenn an diesen Stellen x; noch die
einseitigen Grenzwerte existieren, d.h., wenn alle Unstetigkeitsstellen
Sprungstellen sind. Es ist nicht schwer, zu zeigen,

dass eine auf [a,b] stlickweise stetige Funktion dort beschrankt ist.
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Bsp: (2401) (.) f(x)=1/x auf (0,o), x>0, &>0.

%, | %, = £x,

1
| £(x)-f(xq) |= B | x-Xo]<€, O¢:=min{ ’ - Farare
X Xy ? 2 e<l >
1 1 1 1 1 1 1
#0  x<xp=2 —>— = |[f(X)-f(X0)|=] ——-—|=—-—"<g = —<g+— =
X Xo X X X X X X
1 1
# x> 1 =é&x,+1= Yo
- &x, +1
X, X,
— X, &g +x,-x,  &x,
# | x-%0| & Xo—x<xXo— = =0, : | £(x)-f(xy) |<e fur x<x
x<x, ex, +1 axy +1 &x, +1
1 1 1 1 1 1 1 1
#4000 x>x, = —>— = |[f(x)-f(xXy)|=] ——"——|=—"-—<g = - —<g—-—— =
X9 X X Xy Xo X x Xo
1 1
1 X,
—>—g+— = x< I =- &, +1= =
x Xq &t — - ax, +1
Xo xU
— X X, +EX. - X ex
# | x—-%Xg] ~ x-%X0< 0 —xy=—2 0 0 = 0 =06, :|f(x)-f(x,) |<e flir x>x,
xX>x -67C0+1 '£X0+1 - &X, +1
>0
’_,? 2 2 2
EX &x &x ex
#  d=min{ °_, 0 1= 0 = 3 §=—2—>|x-%x,|: | £(x)-f(x) |<e =
Ex,+1 - &g+l - exy +1 ex, +1
o
>0
# f(x) ist stetig im Punkt x,
(..)g(x)=x> auf [-1,1], 1g(x)-g(x) |=]1x>-xg | <|x-%,| |x+x,|<2|x-%,| =
Zu €>0 kann man 0.:=¢/2 V x,€[-1,1] angeben.
#(...) h(x)=+x,x€E(0,0), x>0, &>0.
# | Vx =X 1<e =[x =fx | Vxtfx, [<elVx +qfx, | = [ x-x0l<e| Jx +/x, | =
# gewdhlt 0:<e|fx, |<€| v/x ++/x, | = T 01 | X—Xo|<O0<E| +/x, |<E| A/x ++f/x, | =
# \/; Stetig in Xo v Xo>0.

D4.3.1’ (2401) komplexe Mengen
Sei McC. Dann heiBt f: M—> C stetig im Punkt z,EM: ©
Ve>0 3 0>0:f(z)€U€ (f(zy)) V zEMNUs (zo) .
f heiBt stetig auf AcM: & f ist in jedem z,€A stetig.

//D4.3.1(2400)//

J/*rEE(Ve>0 F 0>0 mit | f(x)-f(xy)]|<e V xED mit |x-x,|<08).//

Bem:a) Isolierter Pkt von D: I p>0: |z-z:;|=p V z&€D\{z:}.
Ist z,€EM isolierter Punkt von M, so ist f in z, stetig, weil
(***)gilt, sofern 0 <p.

Andere Formulierung:
V z,€D gilt (***) sofern 0<p, d.h. jede auf D definiert Funktion
ist stetig in allen isolierten Punkten

b)Ist z,€EMNM’, so ist f stetig in z, < 3 Lime (z)y=f(z,).

272
Ist £ in zy,nicht stetig, so heilt f in z, eine Unstetigkeitsstelle
von f.
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c)Sei f:D—» K stetig in x,€D. Beachte, dass (***) trivialerweise
richtig bleibt, wenn wir 0 verkleinern; insofern ist 8 durch & nie
eindeutig festgelegt. Es genligt aber zum Nachweis der Stetigkeit
fur jedes €>0 ein (mdéglicherweise sehr kleines) &>0 zu finden, fur
welches (***) gilt. Wir nennen manchmal ein solches 0 auch ein zu ¢
gehdrendes 0.

Andere Formulierung:

Sei eine Funktion f:D— K gegeben. Wir sagen, dass f in einem Punkt x,€D
stetig ist, wenn folgendes gilt:

(***) ¥V >0 3 0>0 V xXE€D: |x-%,|<0 = |f(x)-f(xy) |<e

Falls f in jedem Punkt von D stetig ist, sagen wir kurz:

f ist auf D stetig.

Andere Formulierung:
Eine Funktion f:D— C, heiBt stetig in

(.) einem Punkt z,€D, wenn lim (z)=£f (zy) (lim existiert), d.h.
z— X— XO

Z0

220 220 2 £(2,) 2 f(z0) oder Mg (z)=f(limg)

n— 0 n— o0 z7 2z

# Herleitung dieser Def aus (***) siehe S54.3.3

Eine Funktion f:I— R, heiBt stetig in
(..)einem Teilintervall JcI, falls f in jedem Punkt x¢€J stetig ist
Bem: (.)Es gilt f ist stetig in x.€I

o V e>0 3 86.>0: | £(x)-f(xy) |<e V xeljé (x0) NI

e Ve>0 3 0>0 £y, (x)NI)cy, (f(x0))

€

(..)Fuar Funktion f:(JS(z*)—>C (zx€C, 0>0) koénnen wir véllig analog

Stetigkeit von f in z.€:y, (z*) definieren

Wir sagen, dass f auf D einer Lipschitzbedingung gentgt, falls eine
Konstante LER, existiert, sodass |f(xo)-f(x1)| <L|xo-x1| V x¢,%,ED.
Jedes solches L heiBt auch Lipschitzkonstante fir £ (auf D).
Solche f werden auch als dehnungsbeschrankt bezeichnet.

f ist kontrahierend (zusammenziehend) = IL<1

Bsp:4/x (im Nullpkt senkrecht) erfiillt Lipschitzbedingung nicht
Konstante Funktionen und die identische Abbildung sind immer stetig,
denn sie erfiillen die Definition fur beliebiges 8 bzw fur 0=¢ .
Weiter folgt aus der Glultigkeit einer Lipschitzbedingung immer die
Stetigkeit auf D, denn dann gilt (***) fur 0=¢/L:

e
|Xo_Xl|<E:6 = LIxe—x11<¢ = [f£(x0)-L£(x1) | <LlIxo—%x11<¢g

2402



a)Es seien eine Funktion f:I—- R und eine Menge McI

Gegeben. Dann bezeichnen wir mit
{sup(j(ﬂ4),]blbgf(ﬂl)nachcﬂnﬁ1beschrdnktbt

Bez:

(.)SUPf(x):= . .o
*EM oo, falls (M) nicht nach oben beschrdnkt ist
. inf( f (M), falls f(M)nachunten beschrdnkt ist
(..)i0Ff(x):= : . N
xEM - o, falls f(M)nicht nachunten beschrdnkt ist

das Supremum bzw das Infimum von f auf M.
Falls existent:lzgff(x):=max f (M) das Maximum,

mé?f(x):=min f (M) das Minimum von f auf M
so bezeichnet man x, auch

Bem:Ist f:I— R nicht stetig in x.€I,
als Unstetigkeitsstelle von f, z.B.
(.)Sprungstellen
lim ,1lim
X*’XO X"XO

(..)0Oszillationsstellen
limf(x) existiert nicht

X— Xg

1,x €0 N[0
(c.)£(x)= R
0, x € é N [0,1]

ist in keinem Punkt x,€[0,1] stetig

b)Wir sagen f:I—R ist stetig, wenn f stetig auf I ist.

A4.3.1
1
a)Zeige, f: R\{0}, f(x)=— auf [a,b], 0<a<b dehnungsbeschréankt.
X
1 1 '— 1
Los:eSeien x,x’€la,b]l, |f(x)-f(x')|=]=-—|=] XX || — |x’-x|
X X Xk X X kX
1
= — [x'-x|=
- a
xx'za
L

f dehnungsbeschréankt auf [a,b] mit L=—
a

. . . 1
e f ist kontrahierend (zusammenziehend) < L=—;<l o a>1
a

b) Zeige f(x)=d;_, x€[0,1] nicht dehnungsbeschrankt.

Loés: Sei x':=0 = | {x =10 |=|Vx |
— — — [ ¥
Annahme 3 L=0 mit Iw/x—w/O | <L |x-0|=L*x < Jx <Lx & X <L &
X
1 1 .. . \ .
1> ———==w, da —= fir x>0 beliebig grol wird.
X VX
\E[O,f],x:O

Bewegt sich x ein kleines Stick auf 0 zu, dann bewegt

Anschaulich..
ein unbeschrankt groBes Stiick

sich f(x) ein imVerhdltnis zu X

c)Zeige die Stetigkeit der Abb zbB |z| auf C.
Hinwels: |f(z)-f(zo) | = lz-zol, | |zl-120l | Zlz-2Z0o].
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Lipschitzbed L=1

//D4.2.4(2303) Funktionenfolge (f,) konvergiert gleichmidBig auf X gegen f:
// V e>0 3 ny: | £.(x)-f(x)|<e V x€X//
S4.3.1(2404) Geg sei ein beliebige Menge DcK sowie Funktionen
f.,gx: D=K V n,keN. Dann gilt
a)Sind alle f, in einem Punkt x,€D stetig und ist die
Funktionenfolge (f,) auf D gleichmaRig konvergent, so ist die
Grenzfunktion f ebenfalls stetig in xo.
Bew:Mit der Dreiecksungleichung folgt flr x€D:
| £(x)-£(Xo) [=1£(x)-£,(X)+E£,(X) —£, (X0) +£, (X)) =L (X0) |
STE(R) =5, (R) [+ £, (%) =5, (%0) [+ £. (%) £ (X0) |

Gegeben &£ >0 : 3 NeR, : |f(x)-f,(x)]|< ¢/3 V n=N

gleichmdfigeKonvergenz
| £, (%o) —£(xo) |< &/3 V n=N
(unabhangig von der Wahl von X€D)
n fest, 3 8>0 |f,(x)-f.(x0) | < £/3 |x-%,]<d =
| £(x)-f(x0) | <e¢ fur |x-X,|/<0. Das ist aber die Stetigkeit
von f im Punkt x,.
Andere Formulierung:

Vor: (.)Sei McC' £,:M—=C, neN, auf M gleichmiBig konvergent gegen f:M—C.

(..)V neN sei f,(z) stetig in z,€M (bzw auf M).
Beh:f(z) ist in z, (bzw. auf M) stetig

//D4.2.4(2303) Funktionenfolge (f,) konvergiert gleichmdBig auf X gegen f:
// V e>0 3 ny: | £.(x)-f(x)|<e V x€X V n>n,//

//D4.3.1(2400)// o

//Sei DcR. Dann heiBt f: Lﬁ#? /stetig im Punkt x,ED:e //

//V E>0 F 6>0:f (x) GU@(f(xo)) IV x€DNUs (x,) oder dquivalent....//
J/rxxE(Ve>0 F 6>0 ,mit | £(x) f(¥@)|<£ V x€D mit |x-x,1<90).//

// f heiBt stetlg auf ACD: q: f ist in jedem x,EA stetig.//

//Bem: Ist.%/éDfHD’ so ist f stetlg in xp< J- llmf(x) =f(x,).//

Bew:g{}j(}}gﬂ £.(z))=11m (1im f,< 2)), Z.€M,
VE>0 3 no(e) : | £,(z))-f(z )|<z—: V n>ny(e) und
V zeM, n,>n, V z€MNUs(z,) ist
|£(2)~f(zo) ISIE(2) =L, (2) 141 £, (2)- 1, (20) 141 £, (20) ~F (20) |

£ ()= S, (2)|
<g+- +e<

<&eV(z-zg)<0(&),ze€M
()

# (egal ob 3& oder ¢)#
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Bsp:1.) Z — COS nx, Z —zsin nx, Z r* cos nx,
_ n — n —
n=I n =l n=0

o0
Z r" sin nx, 0<r<l, x€R, |cos nx|<1, |sin nx|<1,
n=0

1
an=—; oder r" ...alle Reihen sind gleichmabig konvergent#???# und
n
stetig auf R.
2.)£(z)= ) a.(z-z,)", KR R>0, |z-z,|=<r<R
n=0
N -

lan(z-20) " <lanlr?, Y laslr'<o =2
h=0 S4.5.1

Z Ian(z—zo)nl,Z a,(z-z0)" sind gleichmabig konvergent auf U_(z,) =
n=0 n=0

f stetig auf Ux(zg)

C 1 1 1

Z —z" ,KR R=1, |—z"|=— V |z|<1 gleichmadRig konvergent auf

n n n

n=l1

U.(0), stetig???
//D4.2.5(2304) Funktionenreihe Z fy konvergiert gleichm auf X gegen s://
k=1

/0 Tm Y fx)=s () ¥ x€X (s.i=fifrf, L s)//

k=1
b)Sind alle g, in einem Punkt x,€ED stetig und ist die

Funktionenreihe Z g, auf D gleichméaBig konvergent, so ist die

k=1
Grenzfunktion f ebenfalls stetig in x,.

Bew:Folgt aus a) fir fn=Z Jx

k=1
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A4.3.2 Untersuche, ob folgende Grenzwerte existieren und
bestimme ggf den Wert:

a)lim /o (Vx+3-vx)

XK= 0

\

\
//S4.2.2(2304)
//Vox:Sei MCR, x,EM’, f:M—R, g:M—R
\ .
//Beh:1.) (Folgenkriterium) llmf(x):a e V Folgen (x,)cM\[x,/
\ 22X
/7 \ mit x, 2 x, gilt LM fF(x,)=a.

n— oo

\
Los: x>1, | /x—+/x, | <€
\

3 3
- — = = H
J>§\(F+3 VRIS NE S T e
3
\ =3/2 (x—®)
N

(wegem\Stetigkeit der Wurzelfkt nach Bsp (...) Seite 2401 und
}4}@3/x\\=0)
Ausfihrliche Begrindung:
1.M6gliéhkeit mit Folgekriterium analog zu S4.2.2 gilt auch fir x—oo.

. \ o . .
Sei %30 ¥V n " x, =2 o " (x,) “_, beliebige Folge =
\\ 3 GW Re ge 1n Fo 1lg en
—
Ve, (mi-x )2 ——— 5
Xn ny Xy 1+ 3 / X o+ 1 stet J»Fkt
\ v c

3\ — ,
V532,53 N e (e V) =3/2

\
\
//S4.2.3(2307)\ Grenzwertregeln//

// 4.)Seien M,HCR, f:M—H, h:H-R, x,EM’.
// (® )éﬁi y@::lg?rf(x), dann gilt y,E1 .
\ 0
// (0 @ )F@lls }jglh(y)=c existiert, so 3 ig?ah(f(x))=c

2.Mb6glichkeit mik Analogon zu S4.2.3 4.) fuUir x—oo:
Sei f(x)=l+3A\><(d.h. M=(1l,00), M'=[1,0), da ),

x>0 und h(y)=Vy (d.h. M’=[0,0)), sowie y,=1imf(x)=1, 1imMn(y)=1=c

X— © Y= Yo
(da 4 Fkt stetig). vy€EMNM’ und c=h(y,) =
h{f(x) ) _ = 3 —

3 lim b =c=1 3/2
N ey GnRSGeln Jx +3 /2 + 1470
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//D4.1.1(2200) Fir x€R und 6>0 sei//

// Us (x0) :=[xER|| x-x0| <8)= (x9-8, x,+8) =6-Umgebung von x, in R.

// -E)J-(S(X()) 1=Us (x0) \[x0/=[xER]0<| x-x,| <5/ .
//Sei McR, M#o.//

//3.)x,ER heiBt Hiufungspunkt (HP)von M:< V >0 ist MN %g(xo) Z0.//

//4.)M" sei die Menge aller HP von M und //
//S84.2.3(2307) Grenzwertregeln//

// 4.)Seien M,HCcR, f:M—H, h:H—-R, x,EM’.
// (® )Sei yo::}ij? f(x), dann gilt y,€Ef1 .
// (0 ® )Falls g—};nh(y)=c existiert, so 3 M ph(f(x))=c
0 X=X
>0 z.B.
. —— — o
# Sei y=f(x)=1+3/ x (M=( 1 ,o), M’=[1,oo) (da MN Ug(l)¢@) und
4 h(y)=++ sowie yo= 1M f(x)=1, }igﬂh(y)=1=c (da { Fkt stetig).
Yo ® Yo
- hE(x) ) = 3
’ =c= Iim —c= =z -
# YOEMHM und l=c h(yO) = 3 D %\/l*—i ;—/:’ C 1GWReqel‘ ﬁ+3/x+ln\:—;¢3/2
- 12
p) lim (L_ -)
2 72 - x 8- x
I1Os: §—x3=(2—x) (x°+2x%+4) = Lo 122= L (1-— L2 )=
2° 2-x 8- x° 2-x X+ 2x + 4
2 : -4 - 4. )
Lox +x- 8 SR (wegen GWRegeln

2- X% +2x+4 X +2x+4 242244
oder Stetigkeit der rat Fkt Nenner#0 fiir x=2) = -1/2

x— 2
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c)limf—;—ll fiir reQ(fest)

x— 1

//81.7.2(903) Endliche geometrische Reihe//

n n +1,a =1
// Vor.Seien a,b€C, neN, Beh: l)Z 25=11 - 3°" /)
k=0 ‘ff“*ra 1
- a

Lbs:Beh:lirlni—-——1
=hox-1

Bem: Diese Aussage gilt sogar fir
reR, sogar fir reC. (Dies wird am einfachsten mit der
Ableitung von f(x)=x*im Punkt 1 gezeigt, siehe spater)

Sei r=p/q mit p&Z, geN.

(.)Sei zuerst g=1, d.h. r=p€’Z,

Falls r=0, so wurde Beh schon in A4.2.2 a) bewiesen

r r-1 — -1

x -1 —

oder =2; XW”lz; 1V=r
X = 1 =0 v=0

=r fiir reqQ.

Falls r<O:

Sei (x,) eiﬁé‘ﬁéligbige\@plge aus R\[1} mit x, 22 1.

~ ~ —

0.B.d.A. x,#0 V n. Sei yi=1l/x, #=3x7=wp'%, neN = y, 22 1 =

X -1 -1 (v -1 1- y’ N Gt D N b
n — ylil :(yn )yn — y” (_yn):( Z Z/’L ) y:] :(—r) (__1_)_
Xn -1 yn - 1 1_ yn I- yn vl Bt

k=0

(..)Allg Fall: Sei (x,) eine beliebige Folge aus R\[1] mit

1 x -1 -
Xo =~ 1. Def yni=_q = x;:=y7], neN = y, 21 = — 1:)ﬂ’-
n— o0 n H— 0 X -
' yio 1
Vo 1]
yo- 1) e . | |
T = P/a=r_ -  Beh, denn i ist stetig.
Y, - 1]<narm
Y, - 1
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d) 1imx[1/x]
//81.5.15(759)//

//1.)Y a€R 3 das groBte Ganze von a, d.h. 3 [al€Z mit //
//  [a]=a<[a]+1, [a]:=max(n€Z |n<a}//

Lés: D7x£§;%x41/xhq_=>[1/3k1s(1/x)—1<u/x]::

~ 1
1 o 1 - X/< X ‘|—] €£1Vx >0
% <1/x]<1/x V x#0 =2 -~ S =
=" i
e -7 __1l==x> E—j >1Vx <0

£;VEi<x[l/xk:£:j§T V x#0 =

— 1(x— 0) — I(x— 0)
(Sandwichth, GW mit Folgenkrit) 3 Limx[1/x]=1.
oder
coiMx (1/x-r)=11M (1-xr)=1 (1/x=[1/x]+r,r€[0,1)

x—=0

e) liM sin(1/x)

Lbs:%%? sin(l/x) existiert nicht, denn:

Xf:‘aff neN = x, 22 0 und sin(1/x,) == 0
i n—ee n— oo
1
Vs T neN = Y“EECO und sin(1l/y.)=1-1
2

S4.3.2(2409) Expotential-, Trigonometrische, hyperbolische Funktionen

sind stetig auf ganz C.
(Bew erst mit S4.3.4 klar,..Nummerierung wird nicht geadndert)
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S4.3.3(2410)Folgenstetigkeit
f=D— K stetig in z,€D < fiir jede Folge

(z,) in D mit z, = z, gilt auch f(z,) 2 f(z,) .

n— oo

//b) (2) Indirekter Beweis//

// Man leitet aus der Negation von B die Negation von A her://
// B = —A ist logisch &dquivalent mit A = B.//

//# Bem: (A = B ' -4 = -B) = (A e B)//

//D4.3.1' (2401)

// f:D—»C. f ist in einem Punkt z,ED stetig://

J/(***) V¥V e>0 F 6>0 V xED: |x-x,1<0 = |f(x)-f(x,)]|<&//

n— o

Bew:“=>“Seien f stetig in z, und sei (z,) eine Folge in D mit z, = z.,
— o0

>0 beliebig und 0>0 wie in D4.3.1(***) =
3 6>0 mit z€D und |z-z,|<d mit |£(z)-£f(z,) |<e =

3 N mit n>N:|z,~z| 8 = 1f(z))-f(2¢) |<e ¥V n=N =

Lm £ (z,)=f (z,)

,<“Annahme: Sei f nicht stetig in z,=
3 e>0 V 0>0 3 z€D: |z-2z01<0, |L£(z)-f(zy) |=¢,
0=1/n gewahlt (n geniigend groR),

2=zt | za=20|<1/n, [£(z.)-£(20) |2 = £(2z,) ;% £ (zo)

S4.3.4(2410) Rechenregeln fir Stetigkeit
Beh:1.) Vor:McR, f,g mit M= R, stetig im Punkt x,EM.
Aussage: f(x¢)>a(<a bzw.#a) =
3 60 mit f(x)>a(<a bzw. #a) V xEMNUs(x,) .

//D4.3.1(2400)//

//Sei DcR. Dann heiBt f: D—R, stetig im Punkt x,ED:e //
J/(V 0 F 6>0 mit |f(x)-f(x,)|<e V x€ED mit |x-x,1<0).//
//81.2.1(406) Vor: K sei angeordneter Kdrper und a,beK//

// Beh: 6.)|a+b| <|al+|b| (Dreiecksungleichung)//
Bew:Fall f(x,)>a = f(x,)-a=c>0. Sei 0<e&<c=f(x,)-a S;%]

V £>0 3 5,.>0 mit |f(xo)-f(x,)|<e V x,€D mit |x,—x, |<I, =

o  f(x,)>F(x,) = f(x,)>F(x,)>a = f(x,)>a

@0 f(x,)<f(x0) = |f(xo)-f(x,.)|=f(x0)-f(x,)<e<f(x0)-a = -f(x,.)<-a =
f(x,.)>a
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2.) Vor:McK, f,g mit M—> K, stetig im Punkt x,EM.
af+fg stetig in x, V a,pPeER (bzw €K),
fg stetig in x,
f/g stetig in x4, falls g(xy)#0 (und folglich g(x)#0 in
Us (x0) NM) .

//84.2.2(2310) (Folgenkriterium) //
//Vor: D-K und ein HP z,eD gegeben. //

//Beh: %}?}f(z):wg e f(z,)" w, V (z,) mit z,€D\{z,} VYV n ' 2z, z,//

//S84.2.3(2307) Grenzwertregeln//
//Vor: Geg. f,g:D—K und HP z,//

//1.) Beh: Existieren Zlij?f(z):wg ' limg(z):wl, so existieren folgende//

// Limites und es gilt: (..)Zlij?f(z)g(z)=w0wl//
//84.1.1(2204)//
//4.)zy€C ist HP von McC < 3J eine Folge (z,) CM\[z,) mit z, > z,.//

//84.3.3(2409) Folgenstetigkeit//
// Genau dann ist f:D— K stetig in x,ED, wenn fiir jede Folge //

// (z,) in D mit z, <> z, auch f(z,) <. f(z,) gilt.//

n— oo

#Bew: fg: Vor S4.2.2, S4.2.3 z,€M und z, ist HP erfullt?

Sei (z,) Folge in M mit z, =2 z, —= z,€C ist HP in McC
S4.1.1

n— oo

Zzu beweisen V (z,) in D mit z, 2 z, gilt f(z,)g(z,) -2 f(zy)g(zo)

n— o0 n— oo

(da dann Si fg:D— K stetig in z,€D)

4.3.2

zo,2,€M, f,g stetig = V (z,), z, <> zo: £(z,) =2 £(z0) " g(z,) == g(zo)

n— oC n— oo n— oC

H+ == o =%

= lim ¢ (z)=F(z,) & liMg(z)=g(z,) == lM£(z)g(z)=F(20)g(z0)

[e——
=z Z—7Zy S4.23 272 5422

£(2:)9(za) 2 £(20)g(z0) = fg stetig in z

Bew f/g = f*1/g und Bew 1/g stetig:
Ist g:D—K stetig in x,€D und ist g(z,) #0, so gibt es ein r>0 derart,
dass g(z)#0 ist auf D;=DN{x:|z-z,|<r} und 1/g: D;— K ist wieder
stetig in z,.
Bew:Es genligt, die 1. Teilaussage g(z)#0 in Uﬁf (zo) zu zeigen:

Sei €=|g(zy)|. Wegen der Stetigkeit I 8:>0 und fir dieses 0
folgt mit der Dreiecksungleichung nach unten
lg(z) I=19(z)+g(20) —g(2z0) =19 (20) —g(2) =g (2o) [ =

 82) - g(20)
—_
<e= 10, |z- zg|<0,

z€D und |z-z,|<d ist. Daher gilt die Beh. mit r=0.

lg(zo) [-1g(2)-g(z0) [= &= |>0 falls nur
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J/***(Vex>0 3 08>0 mit |£(x)-f(xy) |<e V x€D mit |x-x0|<8).//
//81.2.1(406) Vor: K sei angeordneter Korper und a,beK//

// 8.)Ilal-Ibll<laxbl=<|al+|bl|//

// Linke Ungleichung heiBt Dreiecksungleichung nach unten.//
//D4.1.1(2200) Fiir x€R und 98>0 sei //

// 65(){0) :=Us (x0) \[x0/=[xER[0<| x-x,| <O]. //
//3.)x,ER heiBt Hiufungspunkt (HP)von M:< V >0 ist MN {}g(xw;éQ.//

//S84.3.3(2409)Folgenstetigkeit//
// Genau dann ist f:D— K stetig in x,€D, wenn fiir jede Folge //

// (z,) in D mit z, &2 z, auch f(z,) <2 f(z,) gilt.//
#
# Beispielskizze
# ohne O [g(x)-g(xo) [<e=]g (%) |
2 9 (x0) #0
g (x0) |
D431
# g(x)#0 " g(x) stetig in x,€D = o AW
e=g(xg)l
FUr |g(x)-g(x0) [<e=1g(xo) | I O, mit |x-%1<0.qy (57,
g (x) [=1g9(x)+g(X0) —9 (X0) [=19(X0) —g (X) —g(Xo) | =
g (%0) =19 (%) =g (x0) |=
g(x)- g(x,)
# £ - 0 ‘ 1>0 falls nur x€D A | x-%0| <O, 1ist =
ol SEol= 30,2 4 X <8y g o D=l %o} <0, -y
i 19 (x,) |20 " |xa=%0|<O,-,, ¥ x,€D’ & g(x):D'= R stetig in x,€D’
S54.3.2
# V Folgen (x,),x.,€D’: xn§; Xo gilt g (x.) ;} g(xo) " | %0=%o <O,
# (‘F%Q)#)V Folgen (x,), X,€D’ mit x, -~ %X, gilt
1,1,
_ o =
’ 2(x,) T glagy KXol Oem 55, Ben

3.) Vor: f:D—-D; stetig in x,€D und g:D;— K stetig in x,€D bzw f (x,)€D;.
Hintereinanderausfiuhrung goO f£f:D— K stetig in x,.

Andere Formulierung:
f: M- R stetig in %€M ' h: £(M)— R stetig in f(x,) =
(hof) (x)=h(f(x)) stetig in xq
Bew: Aus Rechenregeln fur Folgen und S4.3.2

1

4.)2: ayv(z-zy)Y, R>0 ist stetig V z: z€Ux(z)
v=)
5.) Vor: &f kompakt, f,: M—> R stetig auf M V neN,
C
f.(z) /f£(z) (n—»o)¥Y z, f: M> R stetig auf M.
Aussage: f,(z)—f(z)

Bsp:1.)f(z)=1 V ze C ist stetig auf C,
da |f(z)-f(z¢) |=0<& V |z-2,|<d (8>0, & beliebig).
2.)f(z)=z V zeC ist stetig auf C,
da |f(z)-f(zy) |=]z-2z0l<e V |z-2z,/<d=¢ (d.h & (g)=¢)
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1

3.)Jedes Polynom f(z)=2§ ayz' oder 25 av(z-z;)Yist auf C stetig
v=0 v=0

(S4.3.3).

A4.3.3
a) Gesucht: Bijektive,stetige Funktion f:(0,1)—(0,y) V y>0
Los: f(x)=x*y

b)Die durch f(x)=x°-x?+3x-1 auf R definierte Funktion f ist
stetig. Bestimme zu €>0 explizit ein 8>0, sodass
V x€Us (1) gilt: |f(x)-f(1) |<e.
Los:Sei €>0, definiere 0(g¢)=min{l,e/7}. Dann gilt V x€R mit
|x-1]<d (d.h. insbesondere x€(0,2) ) ~~—__
|£(x) —£ (1) | =] x°-x*+3x-3 | = | x-1| (x*43) <8 (x?+3) <T7o<e
Es gentgt kleine Umgebungen um 1/ {d(¢) <1) zu untersuchen, d.h.
|x-1]<8<1 = x-1<1 ' 1-x<1 = xk2\' x>0 = x€(0,2)
|f(x)—f(l)|=|x1ﬁ¥+3x—l—(l—l+3—lb|=P§1ﬁ@+3x—3|=|(x—l)(x2+3)|=

.

(x=1) 1] (x243) =1 x-11 (¥ *3) < (x2+3) <V *8<e
>0

A4 .3.4 Untersuche die folgenden Funktionen f: R-R auf Stetigkeit

x +2flirx £0 )
a) f(x)=1, ) mit a€R fest.
X" - 2x+aflrx >0
Los:Auf R\{0} ist f stetig. AuBerdem gilt

Lim g (x)=1im (x?-2x+a)=a und 1iMf(x)=1dM (x+2)=2=£(0).

x= O+ +
Somit gilt %ETf(x)=f(0) < a=2. Dann ist f stetig in x,=0 flir a=2
d.h. f stetig & a=2
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o) £ _xfﬂerQ
VL) =0 £ur « € R/O

Los:Fall 1:x€Q\{0}. Dann gilt fiir &FK+:£:{:%X, aber ﬂ(&ﬁ=0nﬁ%
n

- x=f(x)

f nicht stetig in x

Fall 2:xeR\Q. 3 (x,) 7., in Q mit %Ego%=x =

f(x,)=x," 3} x#f(x)=0 = f nicht stetig in x
Fall 3:x=0. Sei €>0 baf. Setze d=¢ = V x€R mit
| £(x)-£(0) |=1£(x) |<0=¢
f stetig nur im Nullpunkt, f nicht stetig.

A4.3.5 f:R-R sei stetig in 0 und es gelte f(x+y)=f(x)*f(y) V x,yeER.
a)Zeige, dass entweder f(x)=0 V x€R oder f (x)>0 V/x€ﬁ€gilt.
Tm 2.Fall gilt stets f(0)=1. P
Falll: f(x) =0Vx€R e

Fall2:3x, € Rmit f(x,) iO}////
£ (x0) =F ( (x0-x) +x) =F (xo-xT £ (x) V x€R =
Fall l:richtig fir f(x)=0, d.h. auch fir f (x¢)=0
Fall 2: £(x)#0 V x€R. Es gilt £(0)=f(0+0)=(£(0))? = 1=f(0)

Noch z.z. Im Fall 2 gilt f£(x)>0 V xe€R.

—

Bew:

Es gilt f(x)=f(é§+fi)=(f(

Z))?>0 V x€R.
> >
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b)Beweise, dass f stetig auf R ist.

//84.3.3(2409) Folgenstetigkeit//
// Genau dann ist f:D— K stetig in x,€D, wenn fiir jede Folge//
// (x,) 1n D mit x,—x, auch f (x,)—f(x,) gilt fir n—ow.//

Bew:Seil (X,) eine reelle Folge mit %}gogzx =

o0
n =1

lim (% -x)=0, d.h. 1iMf(x,-x)=£(0) stetig nach Vor =

n— o

f(x,)=f (xp-x+x)=f (x,-x) £ (x) "7 £(0) f(x)=f(x) =2 f ist stetig in x€R

5432
=

— f ist stetig

c)Beweise, dass im Fall £(0)=1 V x€Q gilt: f£(x)=£((1))*.
Bew:#£(0)=1 heiBt nach a) 2/Fall f(x)>0
f(x)>0 V x€R = f(x)=f(1)* V x€EQ
() f(nx)=(£(x))" ¥V neN, ¥V xeR. |
Bew durch Induktioﬂ'ﬁach n bei:festem x€R
n=0: f(O*X)=f(O)7’l=(f(X))O |
n—n+l:Fur ein neEN/gelte f (nx)=f(x)" =
f((n+l)x)=f/nx+x)=f(nx)fﬂx)zf(x)“f(x)z(f(x))““
(..)f(nx)=(f(x))> V neZ V xeR.
Bew:Es genltgt zu zeigen f (-nx)
)

f:(x)‘n V neN.

|
|

=f
1=(£(x))"f (-nx) = f(—DX)I(f(%))’

Es gilt 1=f(0)=f (nx+(-nx)) (nx) £ (-nx) & (f(x))"f(-nx) =

(.)

Beh
(...)Fir x€Q gilt f(x)=f£(1)*
Bew:Es sei x=p/q mit p&€Z, geN. Pann gilt
o

(f(l))p(f)f(p)=1f(§q)=f(xq)(WT)(f(X))q:5 £(x)=(£(1)) 5 =(£(1))".
. N

[
d)Beweise, dass im Fall f£(0)=1 V xeR gilt:f(x)=£f(1)*.

Bew: Sel (x,) ¥_, eine Folge in Q mit x, -2 x =
f(x) = limf(x) Z1lim (£(1)) = =1liMex, logfl)=gxlog f)=F (1)*,
b)fstct[g n— o <) n— o n— o
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A4.3.6 Gegeben sei eine stetige und monoton wachsende Funktion
f:[0,1]—>[0,1]. Es sei a¢€[0,1]. Definiere eine Folge,
(an) ©_, rekursiv durch a,.=f (a,) fur ne€N,. Beweise, dass (a,) 7_,
konvergent ist und dass der Grenzwert a ein Fixpunkt von f ist,

d.h. es gilt f(a)=a.
Los: #Bsp:y=x* /,
# x=0,2= x°=0,04, x=0,3=> x°=0,09, aber
# a,=0,1, a;=0,1%=0,01, ai<a,
# V=/x S a0=0,25, a,=40,25=0,5, a;>a
Fall l:a,=a; = a,n=a, V neEN, Bew durch Induktion
n=0: ~~o.k.

n—n+l:Fur ein neN, gilt aMQZanfmmEQMemf(aMJ)Zf(ag

d.h. Api2=3ant1 .

Fall 2:a:<a;, = a,»<a, VY neN, analog
(a,) ©_, ist also monoton und auberdem beschrankt

(a,€[0,1] V neNy) = (a,) -, konvergent, etwa

a=%}gaﬂ. Dann gilt a=%}@anﬂ=limf(ag = f(a)

n-— o 1 stetig

A4.3.7 Zeige: Jedes Polynom ist stetig in C.
Hinweis:x" stetig weil x stetig

A4 .3.8 Zeige:Jede rationale Funktion ist auf ihrem natiirlichen
Definitionsbereich stetig.
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A4

.3.9 Die Potenzreihezg (an) (z—2zo)"

n=0
habe Konvergenzradius R>0 bzw. R=o0.

0

Definiere f(z):=2§ (an) (z—2z0)" flUr z€Ux(z,), falls R#ow, bzw. z€C,
n=0
R=00.
. lim:ﬂm - f(z)
Zeige, V z,€Ux(z) (falls R#w) bzw. z,€C, falls R=co: 3 I

e z -z

gebe diesen Wert mit Hilfe der a,, n€N, an.

//83.5.7(2053)

//Vor:Die PR Y a,(z-z,)" habe KR R>0. Sei z© mit |z,-z0 |= r<R//

//

n=0

fest gewdhlt.//

//Beh: Vze C mit |z,-zo |<R-r gilt Z an(z—z,)" :Z by(z-zo0 )", //
n=0 k=0

// wobei V k€N,, k&::zg(;)aﬁzs- z,)"" " absolut konvergiert//
v =k
Los: (noch nicht tberprift)
f(z)=Z a,(z-zo)" = Z br(z-2z,)*mit bk:=Z’(}‘f)aw(zl—zo)“‘k V keNy,
=0 53.5.7 k=0 g
f2) - flz,) & 2
insbesondere be=f(z;) = —————=3 b,(z-2:)"=Y bui(z-2z:)*F 2
Z -z k=l k=0 k— o
bfZ vay (z1-20) YV F fir (Zoj\: Zq) .
v =0 ¢ o0
g(z%azrl%ﬂ(z—zgkist stetig im Inneren des Kreises =
v =0
g(z) =X g(z1)=b,
A4.3.10 Zeige:Ist f:[a,b]—R stetig in einem Punkt c€[a,b], so gilt

Ad.

A4

A4

Ad.

A4

o0

immer EETf(x)=f(c) falls ce(a,b) und

Lime(x)=f(a) falls c=a bzw 1iMf(x)=f(a) falls c=b ist.

x— a,
3.11 Berechne den Grenzwert einer rationalen Funktion fir x—o

.3.12 Formuliere und beweise Rechenregeln fiir die oben
eingefiihrten Funktionsgrenzwerte (+. mal,Quot...Nenner #0)

.3.13 Gib ein Bsp einer auf [0,1] stickweise stetigen Funktion an,
welche an mindestens einer Stelle weder links- noch rechtsseitig
stetig ist.

3.14 Sei f:[a,b]—R monoton wachsend. Zeige: Alle evt
Unstetigkeitsstellen von f sind Sprungstellen. Die Menge aller
Unstetigkeitsstellen ist hochstens abzahlbar.

Falls es unendlich viele Sprungstellen x,€[a,b] mit Sprunghdhen f,

falls

und

gibt, dann ist die Reihe 3 £, konvergent und ihr Wert ist hdéchstens

gleich b-a.

.3.15 Zeige an Hand eines Bsp. a,=(-1)*: Es gibt Reihen ‘Z' ayx, welche

k=0
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nicht konvergieren, fir die aber 22 a,x* V x€(-1,1) konvergiert und
k=0
a=£}?12§ a,x® existiert. Man nennt die Zahl a auch den Wert der Reihe
T k=0

ay im Sinne des Abelschen Summationsverfahrens.
k=0
o0

dazu: ) awx=) (-x)*=1/(1+x) == —1/2
k=0

k=0
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