3.4(1900) Abelsche partielle Summation

S3.4.1(1900) (Abelsche partielle Summation)

Vor: (W) v, (2v) o_ocC, An:=2 wy, NEN,
v=0

Beh: Z Wy Zy= Z Ay (Zv=Zvi1) YA Z 041
v=0 v=0
Bew:# A,—A,=w,#, A_:=0

Z WyZv= Z (Av_Av—l) ZVZZH‘ AyZy— i' Ayqzv= y Ayzy— i'_ TA\-/—1 Zv—A_12Zy=

v =0 v=0 v =0 v=0 v=1

Z szv Z AvaJr:L_ Z A\/ (ZV_ZV+1) +Anzn+l

v=0

Bem:Z (zyv—2vs1) konvergent & 3 %HE A Zpq = Z wyzZy 1st kvgt

v =0 v =0

S3.4.2(1900) Dirichlet-Kriterium (DirK). Siehe auch S3.4.4

Bez: (a,) ¥ 0 bedeutet monoton fallend und %}EQ a,=0

Vor: a.€R, (a.) 7w, o (d.h. anZO) A

3 k>0: B,= Z bM | B |<k,\b€C (b.) 2, ¥V n
k=0
. \ A
. \

Beh: ) ab, ist konverger\lt. \

k =0 N \
\ \
\ \

\ \ n
//S3.4.1(1900) Vor: (w) iy, () i SC, A:=) w, neN,//
N v=0

N\ \\
n
S \

//Beh.' Z Wva:Z Ay (Zv=Zys1) +Anzn+l//\\ \

v=0 v=0 \ \
\ \ .
//82.2.2 (1301)Vor: (a,) €R monoton una\bes\;hréinkt Beh:d llm a,//
\
//83.2.2 (1700)Vor: (z,)7_,, n€Ny,. 1.) Z\\Izn\l konv = Z z, konv.

n=0 n=0

n nn+l\ 7!

k n
Bew: Bk::Z by, Z abx o Z Bx (ax—ax+) + |B |<k HQ Z By (ax—ax+1)
v=0 =0 $3.4.1 —

-0 \QZO
O\
n
W\
Y IB(aw-aw) | A, da 11>0 N\
- W\
k=0 ‘~~____ N\
——— \
Z.z2.S Z |By (ax-ay,1) | beschrankt und X = D) [8x (ax—axn) | konvergent
k=0 2.2.2 k=0 \\\
o AN
= \
By (ax—a konvergent: N
SToo kZ:'o x (Ax=axn) g \\\\
n n n \\ \\ a
D IBulaa) 12 IBil ] (amawa) ISk} | (a-aw) [=Ryan ot ) <ka, =
k=0 k=0 k=0 . =0

n

| By (ax—ax) | beschrankt = 3 B,(ay-ar,) konvergent =

k=0 k=0

n B, a,,, n

Z By(ay—aw)+ % 5o = Z a,b, konvergent.
k=0 T k=0
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(- ¥

konvergent < p>0

a
s W, a€R, p>0

Beh:1.) V p>0, a€U;(0)\{1} konvergent
2.) a=1 konvergent < p>1
3.) Fur |la|>1 Divergenz fir p>0
Bew:a,=—— %0 (Vp>0),
k + 1)F
k+1 2
by=a* |Bk|—|2 av)=1 129 < oo < ¥ a€u(0)\ (1)
k
— | = k*1 k+1)r 2 WY >1 2272227
I(kﬂ)pl exp (k*loglal) /( )P = ® lal

S3.4.3(1901) (Konvergenzkriterium von Du Bois-Reymond)

Vor: (wy), (zv) cC, Z | Zy— zv+1|<oo und Z Wy kvgt Z Wy “06
v=0 | v=0 / /
. & | /
Beh: ()3 1Mz, (.0) Y IA(z4-zva) <o und ( Z WyZy 13& kvgt
v=0 | / v=0

| o0 /
//83.2.2 (1700)Vor: (z,) 7_,, l‘|. ) Z | zn/}’ konvergent /:a/ Z z, konvergent//
| =0

/ / n=0

| /
//83.4.1(1900) Vor: (av) 7o, (va)j):oc/cr A, Z av/,/ neN, //
| / v=0
/

|
//Beh: Z avb,= Z Z—\V(bv—b\,ﬂ)-l—Anb}Hl// 7/
v=0 / /
| /

//Bem:Z A, (by=bvs1) konvergent Vund = llm Abnﬂﬁ Z avby ist kvgt//

v=0 /\ v=0

//82.2.2 (1301)Vor: (a,) cR monqton und /beschrankt Beh:d %}{B a,//

/

0

= \ :
Bew: (1) Y |zv-zwl<w 2 1,) {}{5}2 (2v=2vi1) =1IM (20-2,.1) =2,-2€C =
v =0
/
# 3 ZI]HE)‘{EZ Zv_zv+l %i‘g} (ZO7Zn+1)_ZO_%}{B Zn+1= ZO_limZ =Zo~ zeC =
; //
# z= llmz =zo-Z # 7 ,/
\ n= /
/
|AN|—|Z vyl 2 <y v nreN0 = B (Z0-Zni) | k| Z0-Zpn| =
N ,
\
RN //
3 A (zzv) /. SkY 1zzval<o = Y 1A (zvze) | /* beschrankt
v=0 O\ A v=0
\ /
0 / 0
— —
- Z'\ | Av(2v=2vi1) | konv 2 Ay (Zv=2vs1) konv
S§2.2.2 \ S3.2.2 —
v=0 g v =0 -
VRS 0 0 -
=
(...)A, 2 — AzeC, o Z Z (Zy=2Zvs1) YAZ = Z wyzy 1st kvgt
n— oo . .

v =0
Bem: Spezialfall
Sei (wy) X, <C, (zv) X, <R, (zy,) ¥, monoton & beschrankt,

0
Z wy konvergent = Z wyzy konvergent
v =0 v=0
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Bsp:Sei Z av kvgt = S

v=0 v=l v=0 v=0

) (1+1/v)" as sind kvgt
v=l

S3.4.4(1902) Konvergenzkriterium nach Dedekind

Vor: (wy) vy, (2zv) T ,<cC, Z: | Zyv=2Zvs1 | <0, z, == 0 und sei [QSvm, beschrankt.
= n=0
o0 o0 / o0
Beh:Z WyZy =Z Ay (Zv—=Zvi1) konverglert/ wobei Z_LAV(ZV_ZV+1) | <o, Vne N,.
v=0 v= == - v=0
e ————— T T T T ,/
Bew:A,: Z wy, |A,|<k, V neN, = Az, == O
v =0 e
|AV(ZV_ZV+1) |Sk|Zv—Zv+1|, Z |AV(ZV_ZV+1) |Sk2 |Zv_zv+l|<oo 8334 1
v= v= T
= Z WVZVZZ Ay (Zy=Zvs1) . . .abs kvgt
Bem: S3.4.2(1900) Dirichlet-Kriterium (DirK):
Vor: a,€R, (a,) 0% 0 (d.h. a,=20) &
3 k>0: wn—z we , |W.l<k, w.€C, (w,) -, ¥ n
k=0
Beh: 3 a,w, ist konvergent,
k =0
Z | Ax (ax—ax+1) | <0 & Z Wkakzz Ay (ax—axa) | .
=0 k=0 k=0
Ist Sonderfall von S3.4.4
n n a
Bew: ay &O = Z |av_av+1|:Z (av=avi) = ao— !
v=0 v=0 = 0(n—
# ﬁn = i" €Rc C Sonderfall von z,eC = Z Iav—awll:Z | Zv=2vs1 | <00,
Drichlet  Dedekind v=0 v=0
# A
# (2 )2=¥ 0 Sonderfall von ( I )i— -~ O
Drichlet Dedekind n— o
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Zusammenfassung

Vor:

Fir alle: a,€R, wy,z.€C, k€R, k>0, An=2 wy NEN,

v=0

S3.4.1 (Abel)

S3.4.2 (DirkK)

3.4.3(DBR)

S3.4.4 (Dedekind)

(wy) t):o r

[ee]

(Zv) v=0 cC

o0

Z | Zv=Zvys1 | <00

v=0

Z | Zy=Zv41 | <00

00

2

v=0

| Zy=Zys1 | <00

v =0
Aussagen:
n ©
Z Wy Zy= Y awzy konv 3 limg
v =0 k =0

ZAV(ZV +Zv+1)+
v=0

* konv
AnZn+1 —
—_—
*Jlim 4,z,,, Falls *
n— o

n
* 2 Z WyZy KOnv
v =0

n— o

D

[ Av (Zv=Zvi1) | <A

<
1
=1

WyZy kKOonv

0
v =0

o0

Y A (2v=2Zn) | <0
v=0

o0

Z Av (Zv_zv+1) =

v=0

00
Y wsz, konvergent
v=0

Bsp:Betrachtung von Reihen der Form Z avs
//83.1.1(1601) > zF=
k=0

Falls (a,)€R, a, ¥ 0, oder Z | av—ay. | <00,
v=0

n

S3.1.1: Z z”=1_—Z

v=0

o0

1
1-z

n+l

1 -z

Z avz¥ kvgt |z|=<1, z#1

v=)

V 1z|<1,

v

v=0 v

z#1//

n— oo

V |z|<1, z#1, neN, = |} z'|<
v=0

Ndh
\\johne 1/0
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ist




1 ea———
———
— = _ —a _ —=
(n + 1)“..0«15,

Speziell:1.)b,=

00 n

kvgt fur |z|=<1, z#l

o

=0 (n+1
0 1 0

(o>1 = Z m<oo = Z

n=0 n=0 (n+ 1"

<o V |z]|=Z1)

2.)ay=
) (log n)

0 Zn

O<o<l = — kvgt fir |z|=<1,z#1
nZ:; (logn) J ’ ’
0 1 0 n

o>1 = Z — <o = Z7<oo Viz|<1)
n=2 (1og n) = (logn)”

A3.4.1 Zeige: Ist @1\ 0 (n—x»), so konvergiert Z: (-1)"b, und es
n=0

gilt: Y (-1)"b.=) (ba=bo) .
n=0 v=0

//83.4.2(1900) Dirichlet-Kriterium (DirK)//
//Mit einer reellen Folge: a,,b,€R, (a,) * X 0 (d.h. a,=>0) und (b,) .

mit// //Bn=Z by,= 3 k>0:|B,|<k V n gilt: Z ayb, ist konvergent.//
k =0 k =0

//83.4.1(1900) (Abelsche partielle Summation) //

J/Vor: (w) ey, (2v) 5o ©€C, Ay:=) w,, n€N,//
v =0
//Beh: ) wizy=) A (Zv-Zvii) +AnZnii/ )/
v =0 v=0
Bew:1.Mo6glichkeit mit S3.4.2 DirK:

1 fiir n gerade
Sei a,=(- =Z Z 1)V = Anz{ =
= - 0 sonst
b, mon fallend 0 a o
(A,) *_ beschrinkt Z - b=2 (-1)'b, konvergiert und
n=0 %f—’ -1 v=0
S53.4.2 v =

- A, o
= Z 1';‘/,‘:#:2‘, (bu—bu) ‘-v-‘_ Z (bov=bovi1)

n=0 :{ Osonst s34 v=0

Also ist Leibnizkriterium ein Spezialfall vom Dirichletkriterium

2.Mb6glichkeit mit Leibnizkriterium:

//83.1.2 (1602) Vor:(z,) und ), =z, konvergent.//

v=0
//Beh: 6.)Ist(ny) 7_, mit ny:=0, n<ng., k€N, eine Teilfolge von (n)”_, und
Nyy-1

//setzt man cy:= zy, VEN,, (zwischen n, und n,,, gibt es einige n,) so
k=n,

//konvergiert die unendliche Reihe Y ¢, und es gilt 3 c=) 2z

v =0 v =0 k =0
//(d.h. in konvergenten Reihen darf man beliebig Klammern setzen).//

Z (-1)"o, konvergiert nach Leibnizkriterium und
n=0
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0 _ 1 nb e - c
Z ( ) n 53.T~2 6.) Z a\/:Z (aoxtasks1) :2 (box—D2xi1)

n=0 =-a, k=0 v =2k k=0 v=2k k =0 k =0

A3.4.2 Untersuche auf Konvergenzzz (1+1/n)"

n=1 n
v v v

//82.3.8(1402) Vor:xeR x#0 n>-x x,=(1+x/n)* V nenN //
// Beh: (x,) T I
//32.3.10(1403)[(1+17N<”,(l+l/n)“”] ist fiir eine Intervallschachtelung mit

/7 im(141/n)s=lin (l+\l\/n)“”::e, neN d.h. 2,3<7<e<3,16//
\

//83.4.3(1901)Vor: (w,), (zv)cC\ Z | Zv=2vs1 | <0 unch Z Wl/ kvgt (Z we S 2)//

\VO :0 v=0
\

|
//Beh: (.)d EIIEZM (..)Z |AV(ZV—ZV+1\)\|\< oo und (..) Z Zy ist kvgt //

CE

v =0 N v=0
Loés: 1. Mdglichkeit \\ \\:
-D1D" _ n = N ! .
Seili a,= , b,=(1+1/n)" neN o (by)monoton und beschrankt
n 3.
Z: a, konvergiert nach Leibnizk. — Z: b, konvergiert.
e S53.4.3 Bem e

2. Moglichkeit
//83.1.4(1605) Leibniz Kriterium//

//Vor: (a,) €R,a,\ 0 (n—o) . Beh:lg'(—l)%% ist konvergent//

n=>0
anpo, monoton fallend..LeibnizKrit.
n an+ +2 n+l __n+l + 2
Sei an=1/n(1+1/m)r=0*D" o Zon  (*DT 07 _ L0+ 0.,
n"! a, @+D)""(n+1) n+ 1
2
(LG:l)“”:l V neN = a,..<a, V neN = a, Wsogar a, 1 )
n+1
lim g =(lim 3/n) (lim(1+1/n)")=0-e=0 2
n— o n— o S3.4.1

Y (-1)ra=Y D (141/n)" konvergiert
n=0 n=0 n
//83.4.2(1900) Dirichlet-Kriterium (DirK)//

//Mit einer reellen Folge: a,, b.€R, (a,) “_% 0 (d.h. a,>0) und (b,) “_,

0

mit// //B;=Z: b,= 3 k>0:|B,I<k V¥ n gilt: 3 adb, ist konvergent.//

k =0 k=0
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Z —(1+1/n)")z" fur |z|<1, z#1.

Los.Sel a,=z", b,=e-(14+1/n)",neN, |z| <1,z#1,zeC fest///—~\\\

n+l 1 + Zn+1 S

- -z
| Aq V—|25 a|Z¢1| IS I
v 1-2z ' P-4 A=

2

Ei—zi V neN,, (A,) 7_, beschrankt, (1+1/n)" /’é (n—ow) = bn\i)Urﬁw).

=0

0

bn mon jfallend— O b ) a.
—— Z n

H,Jn konvergiert und =Z Ay (by=bys1) =

= Y
53.4.2 20 (e 41/ v=0
X _ v+1 1 1
Yy -z J[a+ )= (14 =)V
1-z v +1 v

v=0

Bem:Fir |z|<1 ist die Aussage trivial, da (b,) beschrankt (= KR=1).
Interessant ist hier das Verhalten der Reihe fir |z|=1
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	//S3.1.2 (1602) Vor:(z) und z konvergent.//

