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//S2.1.2(1250) Eigenschaften konvergenter Folgen//

//12.)Für zn=zn, n(N, mit einem z(U1(0) gilt: zn
[image: image85.wmf]{

¥

®

®

n

0//

Bew: Sn=
[image: image86.wmf]å

=

n

p

k

zk
[image: image87.wmf]{

2

.

7

.

1

S

=


[image: image88.wmf]z

1

z

1

1

n

-

-

+

 für z(1. Für |z|>1 folgt deswegen |Sn|((, also 
     Divergenz der Reihe. Für |z|<1 ist zn eine Nullfolge und daraus 

     folgt 


[image: image89.wmf]z

1

z

1

n

-

-

=
[image: image90.wmf]z

1

1

-

, also die Konvergenz der Reihe gegen den Wert 
      
[image: image91.wmf]z

1

1

-

.
      Dass die geometrische Reihe auch für |z|=1 divergiert, folgt
      aus S3.1.2 5.)und der Tatsache, dass zn in diesem Fall keine 
      Nullfolge ist, wie nach S3.1.2 5.) andere Formulierung für 
      konvergierendes Sn Bedingung.

S3.1.2(1602)Rechenregeln und Konvergenzkriterien für unendliche Reihen

Vor:Seien (z(),(w()( C und 

z(,

w( konvergent.

Beh:Notwendige Konvergenzkriterien 

    Zu 1.) und 2.), siehe auch Bem unten

    1.)Die Partialsumme Sn=

z(, n(N0, ist beschränkt.

       Bew: Aus Konvergenz folgt Beschränktheit,

//S2.1.2(1250) Eigenschaften konvergenter Folgen//

//Vor:Seien (an),(bn),a,b aus R, (zn),(wn),w,z,z0 aus C, konvergent mit// 

//    an
[image: image92.wmf]¥

®

®

n

a, bn
[image: image93.wmf]¥

®

®

n

b, zn
[image: image94.wmf]¥

®

®

n

z, wn
[image: image95.wmf]¥

®

®

n

w.//       

//2.)(zn)

 ist eine Cauchy Folge,  d.h. //

//   (*) ( (>0 ( n0(()(N: |zn-zm|<( ( n,m(n0//
 2.)zn
[image: image96.wmf]{

¥

®

®

n

0

      Bew:Sn=

z(
[image: image97.wmf]{

¥

®

®

n

S(C ( Sn-Sn-1=zn
[image: image98.wmf]{

¥

®

®

n

S-S=0 oder folgt aus

          Cauchy Kriterium für m=n-1 oder 

          Sei (>0 ( ( N(N: #|
[image: image99.wmf]å

=

n

k

0

ak-
[image: image100.wmf]å

+

=

1

0

n

k

ak|#=|
[image: image101.wmf]å

+

+

=

1

1

n

n

k

ak|<( ( n(N, n(N ( 

          d.h. (an+1)n(N ist Nullfolge ( (an)n(N ist Nullfolge

    3.)Ist 
[image: image102.wmf]k

p

n

=

å

zk konvergent und ist 

(K beliebig, so ist 

       auch 
[image: image103.wmf]k

p

n

=

å



 EMBED Equation.2  
zk konvergent und es gilt 
[image: image104.wmf]k

p

n

=

å



 EMBED Equation.2  
zk=



 EMBED Equation.2  [image: image105.wmf]k

p

n

=

å

zk.
  4.)( (,((C ist 

((z(+(w()=(

z(+(

w( konvergent.

//S2.1.2 (1250) Vor:Seien (zn),(wn) aus C, konvergent mit//

//zn
[image: image106.wmf]¥

®

®

n

z, wn
[image: image107.wmf]¥

®

®

n

w, w,z(C. Beh: 5.)

(zn+wn)=z+w//

      Bew: 
[image: image108.wmf]{

.)

5

5

12

.

2

S

Þ

Rechenregeln für Folgen 
[image: image109.wmf]{

¥

®

®

n

(
[image: image110.wmf]{

enzwert

bedeutetGr

0

¥

¥

=

n

å

×

z( + (

w( 
  5a)Für den Reihenrest gilt  Rm:=
[image: image111.wmf]å

¥

+

=

n

1

m

z(=(
[image: image112.wmf]3

2

1

S

S

0

z

®

¥

=

n

n

n

å

-
[image: image113.wmf]3

2

1

m

S

m

0

z

=

=

n

n

å

)
[image: image114.wmf]¥

®

®

m

0, m(N0, 

     d.h. es gilt 
[image: image115.wmf]¥

®

m

lim

Rm=0.

      Bew:Rm=S(-Sm=S-Sm, d.h. Rm ist eine konvergente unendliche Reihe. 

          Rm=S-Sm=

z(-
[image: image116.wmf]å

=

n

m

0

z(.

         Da Sm
[image: image117.wmf]¥

®

®

m

S folgt S-Sm=Rm
[image: image118.wmf]¥

®

®

m

0 (
[image: image119.wmf]å

¥

+

=

n

1

m

z(
[image: image120.wmf]¥

®

®

m

0)

Andere Formulierung und Verhalten zk:

   5b)Falls eine Reihe 
[image: image121.wmf]å

¥

=

p

k

zk in K konvergiert, folgt auch die Konvergenz 
      von 
[image: image122.wmf]å

¥

=

m

k

zk ( m(p und es gilt  
[image: image123.wmf]lim

k

®

¥

zk=0, 
[image: image124.wmf]lim

m

®

¥



 EMBED Equation.2  [image: image125.wmf]k

m

=

¥

å

zk=0.

Bew:Sn:=
[image: image126.wmf]å

=

n

p

k

zk ( n(p. Die Konvergenz von 
[image: image127.wmf]å

¥

=

m

k

zk  ist klar, da die zugehörige 
    Partialsummenfolge sich von der Folge (Sn) nur um eine additive 
    Konstante unterscheidet. 

    Setzt man q=1 in folgender Bem 1.), so folgt, dass (zk) Nullfolge 
    sein muß. Läßt man hingegen q(( gehen, so folgt |
[image: image128.wmf]å

¥

+

=

1

n

k

zk|

( für n(N 
     und daher ist (
[image: image129.wmf]å

¥

=

m

k

zk) eine Nullfolge.

     
[image: image130.wmf]å

-

=

1

m

p

k

zk+
[image: image131.wmf]å

¥

=

m

k

zk=
[image: image132.wmf]å

¥

=

p

k

zk endlich viele erste Glieder unwichtig

     
[image: image133.wmf]å

+

+

=

q

n

1

n

k

k

z

<( 
[image: image134.wmf]{

¥

®

Þ

q

 
[image: image135.wmf]å

¥

+

=

1

n

k

k

z

((
 6.)Ist(nk)

 mit n0:=0, nk<nk+1, k(N0 eine Teilfolge von 

      (n)

 und setzt man c(:=
[image: image136.wmf]å

-

=

1

1

+

n

n

n

n

k

zk, ((N0,(zwischen n( und n(+1 

      gibt es einige nk) so konvergiert die unendliche Reihe 

      
[image: image137.wmf]å

¥

=

n

0

c( und es gilt 
[image: image138.wmf]å

¥

=

n

0

c(=
[image: image139.wmf]å

¥

=

0

k

zk (d.h. in konvergenten Reihen 

      darf man beliebig Klammern setzen).

//S2.2.1 (1301) Vor:zn konvergent mit zn(z(n(()//

//Beh:Jede Teilfolge (z

) von (zn), Umordnung und triviale Abänderung//

// ist konvergent mit z

(z(n(()//

      Bew: 

c(
[image: image140.wmf]{

gesetz

Assoziativ

=



 EMBED Equation.2  [image: image141.wmf]å

-

=

m

+

1

n

0

1

k

z(=
[image: image142.wmf]1

n

1

k

S

-

+



 EMBED Equation.3  [image: image143.wmf]{

1

.

2

.

2

S

®

S=
[image: image144.wmf]å

¥

=

m

0

z(.

Bem:1.)Cauchy-Konvergenzkriterium S2.4.2 für unendliche Reihen.

     Sei(zn)( C. 

z( konvergiert ( (

>0 ( n1(()(N mit 

     |
[image: image145.wmf]å

+

=

n

n

1

m

z(|<( ( n>m(n1(().(d.h. |Sn-Sm)|< ( ( n>m(n1(()).

Andere Formulierung:

     Eine Reihe 
[image: image146.wmf]k

p

=

¥

å

zk in K ist genau dann konvergent, wenn 

     ( 

>0 ( N(R+ ( n,q(N:n(max{N,q-1}
[image: image147.wmf]{

{

1

,

1

1

+

³

+

Þ

>

+

>

+

³

Þ

Î

n

q

n

N

q

n

N

n

q

N

gilt



 EMBED Equation.2  [image: image148.wmf]å

+

+

=

q

n

1

n

k

k

z

<(
     |Sn-Sm| 
[image: image149.wmf]{

N

)

q

n

(

m

Î

+

=

=



 EMBED Equation.2  [image: image150.wmf]å

+

+

=

q

n

1

n

k

k

z

, 

     ( 

>0 ( N(R+ ( n,n+q(N:n,n+q>N ( |Sn-Sn+q|<(
//D2.1.3 (1250)(zn)in K Cauchyfolge:

//             ( (>0 ( N(R+ ( n,m(N:n,m(N ist |zn-zm|<(
//S2.2.5 (1307) (zn)(C ist konvergent ( (zn) ist eine Cauchyfolge //                //              Re(zn) und Im(zn) sind Cauchyfolgen.//

     Bew:Ersetze in D2.1.3  m durch n+q und die Folge (zn) durch die 

        Partialsummenfolge (Sn) und wende S2.2.5 an.

       (entspricht Cauchy Kriterium für Partialsummenfolgen (Sn))

    2.)

(-1)( ist divergent, da s2n+1=0, s2n=1 ( n(N0.

       

((-1)2(+(-1)2(+1)=

0=0.

Bsp:1.)
[image: image151.wmf]å

¥

=

0

k

zk ist divergent für |z|>1, zn=zn, |zn|=|z|n(0 

       notwendiges Kriterium verletzt.

    2.)
[image: image152.wmf]å

¥

=

1

k



 EMBED Equation.2  [image: image153.wmf]k

)

1

(

k

-

 ist konvergent

     Bew: |
[image: image154.wmf]å

+

=

n

m

k

1



 EMBED Equation.2  [image: image155.wmf]k

)

1

(

k

-

|
[image: image156.wmf]{

#

<

|
[image: image157.wmf]1

m

)

1

(

1

m

+

-

+

- 
[image: image158.wmf]2

m

)

1

(

1

m

+

-

+

+
[image: image159.wmf]3

m

)

1

(

1

m

+

-

+

-
[image: image160.wmf]4

m

)

1

(

1

m

+

-

+

(...
[image: image161.wmf]n

n

)

1

(

-

|=

         |(-1)m+1
[image: image162.wmf])

2

m

)(

1

m

(

1

+

+

+...(
[image: image163.wmf]n

)

1

(

n

-

|(
[image: image164.wmf]n

1

+
[image: image165.wmf]å

¥

+

=

1

m

k



 EMBED Equation.2  [image: image166.wmf]2

k

1

(( ( n>m(n1(() 

         mit gewissen n1((), weil 1/n(0 und 
[image: image167.wmf]å



 EMBED Equation.2  [image: image168.wmf]2

k

1

 konvergent ist.

#        
[image: image169.wmf]1

m

)

1

(

1

m

+

-

+

- 
[image: image170.wmf]2

m

)

1

(

1

m

+

-

+

+
[image: image171.wmf]3

m

)

1

(

1

m

+

-

+

-
[image: image172.wmf]4

m

)

1

(

1

m

+

-

+

..

#        alle Terme haben gleiches Vorzeichen

D3.1.3(1605)Eine Summe der Form 
[image: image173.wmf]å

=

q

p

k

(bk-bk+1) heißt Teleskopsumme, eine 

      Reihe derselben Form (also mit q=() heißt Teleskopreihe.

S3.1.3(1605)Eine Teleskopreihe konvergiert, wenn (bk)
[image: image174.wmf]Î

R, eine Nullfolge 
    ist und in diesem Fall ist der Wert gleich bp.

Bew:Durch Induktion folgt 
[image: image175.wmf]å

=

q

p

k

(bk-bk+1)=bp-
[image: image176.wmf]{

0

1

®

+

q

b

 ( p

q und 

    daraus folgt die Beh.

A3.1.1 Zeige: zu jeder Folge (Sn)

existiert genau eine Folge (ak)
[image: image177.wmf]k

=

¥

1

 mit 

     Sn=
[image: image178.wmf]å

=

n

1

k

ak, n(1

Lös:Geg Sn=
[image: image179.wmf]k

p

=

¥

å



 EMBED Equation.3  [image: image180.wmf]{

1

n

n

S

S

k

a

-

-

(n(p+1), Sp=ap
A3.1.2 Verwandle die Reihe  
[image: image181.wmf]k

=

¥

å

1



 EMBED Equation.2  [image: image182.wmf]1

1

k

k

(

)

+

 in eine Teleskopreihe. 

   Zeige dadurch ihre Konvergenz und berechne ihren Wert.

Lös:Tip:ak=
[image: image183.wmf]1

1

k

k

(

)

+

=
[image: image184.wmf]k

1

-
[image: image185.wmf])

1

(

1

+

k


A3.1.3 (an)

  , an(0, 

an konvergiert. Zeige: 

 nan=0

//S3.1.2(1602) Vor:(z() und 

z( konvergent. 2.)zn
[image: image186.wmf]{

¥

®

®

n

0//
//Bem:1.) Sei(zn)( C. 

z( konvergiert ( (

>0 ( n1(()(N 

//             mit |
[image: image187.wmf]å

+

=

n

n

1

m

z(|<( ( n>m(n1(().(d.h. |Sn-Sm)|< ( ( n>m(n1(().//

Bew: Zu zeigen: ( 

>0 ( n0(N:|nan-0|<( ( n(n0. Sei 

>0 baf

    
[image: image188.wmf]å

¥

=

n

1



 EMBED Equation.2  [image: image189.wmf]{

{

)

(

0

.)

2

2

.

1

.

3

¥

®

®

n

n

n

S

a

a

<(
[image: image190.wmf]{

2

.

1

.

3

S

Þ

( n1(N 

a(<(/2<( ( n>n1+1
[image: image191.wmf]{

å

Þ

¥

=

¥

®

=

Þ

¥

<

1

0

lim

n

n

n

n

a

a

 

*                  ( n2( N an=|an-0|<

 ( n(n2. 

    Wähle n0=max(n1+1,n2( ( |nan-0|=nan=(n-n0)an+n0an= 

   (
[image: image192.wmf]å

+

=

n

n

1

0

n



 EMBED Equation.2  [image: image193.wmf]{

n

a

n

a

£

)+n0an((
[image: image194.wmf]3

2

1

1

,

2

1

1

0

0

+

³

³

<

+

=

å

n

n

da

n

n

a

n

e

n

n

)+
[image: image195.wmf]{

0

2

2

0

n

n

n

n

da

n

a

n

>

"

³

<

e

<( ( n(n0.

# * genügt hier nicht :

#   ( n0(()>n1:und n>n0: |nan-0|=nan=(n-n0)an+n0an= 

   (
[image: image196.wmf]å

+

=

n

n

1

0

n



 EMBED Equation.2  [image: image197.wmf]{

n

a

n

a

£

)+n0an((
[image: image198.wmf]3

2

1

1

,

2

1

1

0

0

+

³

³

<

+

=

å

n

n

da

n

n

a

n

e

n

n

)+
[image: image199.wmf]{

0

2

0

¥

®

®

<

n

n

a

da

n

a

n

e

<(.?

D3.1.4(1606) Eine Reihe 
[image: image200.wmf]å

¥

=

p

k

ak in R heißt alternierend, falls 

   ak=(-1)k|ak| für alle k(p

S3.1.4(1607) Leibniz Kriterium

Vor:(an)( R,an  0(n(().     

 Beh:

(-1)nan=a0-a1+a2-a3+-... ist konvergent. 

    Mit Sn:=

(-1)(a(, n(N0 gilt S2n    S2n+1     

       Fehlerabschätzung S2n-S2n+1=a2n+1, S2n-S2n-1=a2n.

Bem:(S2n+1,S2n(, n(N0 ist eine Intervallschachtelung, die sich 

    auf S=

(-1)(a( zusammenzieht.

Bew:S2n=S2n-2-
[image: image201.wmf]4

3

4

2

1

0

)

2

1

2

(

³

-

-

n

n

a

a

(S2n-2, S2n+1=S2n-1+
[image: image202.wmf]4

3

4

2

1

0

1

2

2

)

(

³

+

-

n

n

a

a

(S2n-1

     |an|( R, an  ( 

(-1)(a(=a0-a1+a2-..., 

   S0=a0, S2=a0-a1+a2=a0-(

)(S0, S2n=S2n-2-(

)(S2n-2, 

   S1=a0-a1, S3=a0-a1+a2-a3=S1+

 ( S3(S1,

                                   S2n+1=S2n-1+

(S2n-1,

   S1(S3(...S2n+1(S2n(S2n-2(...S2(S0,(an  0,d.h. an(0) 

   S2n+1=S2n-a2n+1 ( S2n-S2n+1=
[image: image203.wmf]3

2

1

0

1

n

2

a

³

+

   0 

Andere Formulierung

   Ist die Reihe 
[image: image204.wmf]å

=

n

p

k

ak alternierend und ist die Folge (|ak|)
[image: image205.wmf]¥

=

q

k

 für 

   irgend ein q(p eine monoton fallende Nullfolge, so ist die Reihe 

   konvergent. Bezeichnet a den Wert der Reihe, so gilt immer 

   S2n+1(a(S2n ( n((q-1)/2.

//S2.2.2 (1301)Vor:(an)(R monoton und beschränkt  Beh:( 

 an//

//D2.1.1  (1200) Bem 6.)xn,yn(R. 

 xn=x, 

 yn=y, xn(yn ( n(n0 ( x(y//

Bew:Es sei bk=|ak|. Dann gilt für alle n(0, dass 

    S2n+1=
[image: image206.wmf]j

n

=

å

0

a2j+
[image: image207.wmf]j

n

=

å

0

a2j+1=
[image: image208.wmf]j

n

=

å

0

(b2j-b2j+1), und wegen der Monotonie folgt

    b2j-b2j+1(0 für 2j(q. Also ist S2n+1(S2n-1 für 2n>q+1. Analog folgt aus 

    S2n=b0-
[image: image209.wmf]å

=

n

1

j

(b2j-1-b2j) dass S2n(S2n-2 für 2n-1(q. Außerdem ist S2n+1(S2n.

    Daraus folgt mit S2.2.2 die Konvergenz von (S2n)(gegen a=inf (S2n)) 

    und (S2n+1)(gegen b=sup S2n+1) und aus D2.1.1 Bem 6 folgt b(a. 
    Der obige Satz bedeutet, dass alternierende Reihen mit p=0 leicht 

    auf Konvergenz getestet werden können und dass man bei der 

    Berechnung des Grenzwerts eine Fehlerabschätzung der Form

   |a-Sn|(|an+1| für alle großen n hat. Andererseits ist die numerische 

    Berechnung des Wertes der Partialsummen Sn oft kritisch wegen des 

    Phänomens der Auslöschung führender Stellen. 

Bsp:1.)



 EMBED Equation.2  
,



 EMBED Equation.2  
,



 EMBED Equation.2  
 sind konvergent

    2.)



 EMBED Equation.2  
=(, 



 EMBED Equation.2  
=(, 

<

, 

<


    3.)Später werden die Sinus- und Cosinusfunktion durch 

       folgende Reihen definiert:
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