2.4(1500) Häufungswerte (HW) von Zahlenfolgen

In D2.4.1’ und D2.4.1’’ werden HW definiert.

Beginn mit D2.4.1’: D2.4.1’’ wird mit Hilfe von D2.4.1’ wie ein 

                    Satz bewiesen.

Beginn mit D2.4.1’’: D2.4.1’ wird mit Hilfe von D2.4.1’’ wie ein 

                    Satz bewiesen.

D2.4.1’(1500)
1.)Sei (zn)n(N( C. 

   z(C ist HW von (zn) ( ( Teilfolge (
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)von (zn) mit 
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=z

   Bem:Falls zn(z, d.h.konvergent, so besitzt sie nur 1 HW.

   Bew D2.4.1’aus D2.4.1’’:
       z ist HW von zn ( 

       (

>0 gilt zn(U

(z) für ( viele n(N 
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Andere Formulierung:
   Genau dann ist z(K Häufungswert (HW)einer Folge (zn) aus K, 

   wenn eine Teilfolge von (zn) gegen z konvergiert.

   Bew:Sei z ein HW. Zu (=1/n, mit n(N, wählen wir ein 

       
[image: image6.wmf]F

(n)(N, für welches |z
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(n)-z|<1/n ist und wir können

       oBdA annehmen, daß 
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 streng monoton wächst. Dann 

       ist aber (x
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(n)) die gewünschte Teilfolge. Die Umkehrung 

       ist klar nach Definition der Konvergenz.

2.)z(C heißt Häufungspunkt (HP) der Folge (zn)n(N(C, wenn es eine 

   Teilfolge (
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   ( (>0 ( unendlich viele n(N mit zn(z und zn(U

(z) 

   (siehe auch D4.1.1 3.)

   Andere Formulierung siehe auch 4.1 Seite 2201

   x0(R heißt Häufungspunkt(HP)von M:( ( (>0 ist M(

((x0)((.


#  z(C heißt Häufungspunkt (HP) von (zn)n(N(C (
#                             ( (
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#                  äquivalent
#                             ( (>0 ( ( viele n(N: zn(z & zn(U

(z)
#                  äquivalent
#                             ( (>0 ist M(

((x0)((.


#Beispiel für Folgenhäufungswerte/Mengenhäufungspunkte:
# M=(an)n(N:=
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#Häufungspunkt (HP) nach nach D2.4.1 2.)
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#      äquivalent
#      ( (>0 ( ( viele n(N: an(0 & an(U

(0)... 
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#1 nicht HP von M: da z.B für an(U(=0,3(1) ( n(N  ( M(

0,3(1)=( ( (>0
#      äquivalent
#                  ( keine (
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D2.4.1’’(1501)
Sei (zn)( K. Ein z(K heißt Häufungswert (HW) von (zn): (  

(

>0 gilt |zn-z|<( für unendlich viele n(N  (
((>0 gilt  zn(U

(z) für ( viele n. 

(Bew der Verbindung D2.4.1’’ aus D2.4.1’)

Bew:“(“ z ist HW
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        (=2-1    :M2={n(n1:|zn-z|<1/2}, ( n2=min M2
                (nach(*) gibt es ( viele Indizes: M2(( d.h. 

                M2( N hat min)

        (=
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z ist HW von (zn)

Bem:z=

zn ( z ist HW von (zn)

Bsp:1.)an=(-1)n, n(N, (-1)2n
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    2.)zn=(i)n, z4n
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-i, {HW}={1,-1,i,-i}

    3.)an=(-1)n(1+1/n)n HW e,-e

    4.)an=

   a2n
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    5.)an=-n
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    6.)an=(-1)n.n    a2n=
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 ( n(n0(() ( ( kann kein HW sein.

    8.)an=(1+(-1)n/n)n, HW:e,e-1, keine anderen HW, n, 2n sind 

       alle Folgenelemente, oder wie oben    

S2.4.1(1502)Bolzano Weierstrass (BW)

Vor:Sei (an)( R beschränkt

Beh:(an) hat mindestens einen HW a(R und eine gegen a konvergente 

   Teilfolge.(-k(an(k ( n(N)

//S2.2.3 (1306)Jede Folge (an)( R besitzt eine monotone// 

//             Teilfolge//

//S2.2.2 (1301)Vor:(an)(R monoton und beschränkt  Beh:( 

 an//

Bew:
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 (an) enthält eine monotone Teilfolge (a

),

   (a

)  oder   .Da (a

)beschränkt |a

|(k 
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Andere Formulierung (keine Einschränkung auf R)

   Eine beschränkte Folge hat mindestens einen HW.

//D2.1.1(1200) 8.)Eine Folge komplexer Zahlen konvergiert genau//  

//                dann, wenn die Folgen der Real- und //

//                Imaginärteile beide konvergieren.//

Bew:  |     |     |   (  | | |  ) |              |    

      a     a1    a2               b1               b

                    1 Intervall liegt in der 

 Umgebung

      a0=a                                       b0=b

              a=a0

a1

a2

….. b2

b1

b

    Sei zunächst K=R. Sei (xn) eine beschränkte Folge, und 

    seien a,b so, daß a(xn(b für alle n gilt. Wir wählen jetzt 

    2 Folgen (an) und (bn) so, dass immer gilt an(xn(bn für 

    unendlich viele n. Dazu seien a0=a, b0=b gesetzt. Wenn an,bn 

    bereits gewählt sind, enthält die linke oder rechte Hälfte 

    des Intervalls [an,bn] unendlich viele Folgeglieder, und 

    wir wählen dann im ersten Fall an+1=an, bn+1=(an+bn)/2 und 

    im andern Fall an+1=(an+bn)/2, bn+1=bn. Jetzt sei eine streng 

    monoton wachsende Funktion 
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 gewählt, mit an(x
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(bn, was 

    möglich ist, weil unendlich viele xm([an,bn] in jedem der 

    Intervalle [an,bn] liegen. Offenbar sind die Folgen (an) 

    und (bn) monoton(wachsend bzw fallend), also beide 

    konvergent, und wegen 0<bn-an=(b-a)/2n
[image: image59.wmf]{

¥

®

®

n

0 sind die Grenzwerte      

    gleich x(
[image: image60.wmf]¥

=

Ç

0

n

[an,bn]. Nach dem Sandwichsatz folgt deshalb die 

    Konvergenz der Teilfolge (x
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(n)) gegen ein x(R, und dieses x 

    ist HW der Folge (xn).

    Sei jetzt K=C. Sei eine beschränkte Folge (zn) gegeben, und 

    seien (xn) bzw (yn) die Folgen der Real- und Imaginärteile 

    der komplexen Zahlen zn. Wegen |zn|=
[image: image62.wmf]x
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(|xn| ist (xn) 

    beschränkt. 

    Also existiert eine Teilfolge (x((n)), welche gegen ein 

    x(R konvergiert (siehe oben K=R). Die Teilfolge (z((n)) ist 

    aber wieder beschränkt und daraus folgt die Beschränktheit 

    von (y((n)).Deshalb existiert auch eine konvergente  

    Teilfolge dieser Teilfolge, welche wir mit (y((n)) 

    bezeichnen wollen und auch die Teilfolge x((n)) der Folge 

   (x((n)) konvergiert nach  S2.2.2. Daraus folgt mit D2.1.1 

    Bem 8 die Konvergenz von (z((n)). Also hat (zn) einen HW.

Andere Formulierung:

   zn=xn+iyn, xn(m)
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Andere Formulierung/ Erweiterung von R auf C.

   Jede beschränkte Folge aus C hat eine konvergente Teilfolge 

   und damit einen HW in C.

//S2.2.3 (1306)Jede Folge (an)( R besitzt eine monotone// 

//             Teilfolge//

//S2.2.2 (1301)Vor:(an)(R monoton und beschränkt  Beh:( 

 an//

   Bew:|Re zn|,|Im zn|(|zn|(k 
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S2.1.2 2.)(1504) Seite 1250 andere Formulierung

Eine Folge in K ist genau dann konvergent, wenn sie Cauchyfolge ist.

(zn)

 ist konvergent ( (zn)

 ist Cauchyfolge ( 

( (>0 ( n0(()(N ( n,m(N:n,m(n0(()(N ist |zn-zm|<(.
//D2.1.1(1200) Eine Folge (zn) in K heißt eine Nullfolge, falls gilt://

//   ((>0 ( N(R+ ( n(N: n(N ( |zn|<(.//

//D2.1.3(1250)(zn)in K Cauchyfolge: 

                ( (>0 ( N(R+ ( n,m(N:n,m(N ist |zn-zm|<(//

//D2.4.1’’(1501)

//Sei (zn)( R. Ein z(R heißt Häufungswert (HW) von (zn): (//

//( (>0 gilt |zn-z|<( für unendlich viele n(N (//

//((>0 gilt  zn(U( (z)) für ( viele n.//

//Bem:z=

zn ( z ist HW von (zn)//

   Bew:“(“ (zn)

  konvergent ( |zn-z| Nullfolge 
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            (*) für 2( statt ( (bedeutungslos)

       “(“ (zn)

 Cauchyfolge 
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 beschränkt 
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Andere Formulierung “(“:

           Zu (=1 ( n0(1)(N: |an-am|<1 ( n(n0(1)

           |an|(|an-
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           ( (/2 ( n1((/2)(N: |
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Bem: Jede reelle Cauchyfolge konvergiert in R und eine rationale 

     Cauchyfolge hat einen reellen, aber im allgemeinen keinen 

     rationalen Limes.

Beachte: Konvergenz kann gezeigt werden, auch wenn Grenzwert nicht 

         bekannt ist

Bsp: an:=
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 EMBED Equation.2  [image: image93.wmf])

1

(

1

+

k

k

=
[image: image94.wmf]å

=

n

k

1

(
[image: image95.wmf]k

1

-
[image: image96.wmf]1

1

+

k

)=1-
[image: image97.wmf]1

1

+

n

   (n(() ( bn ist Cauchyfolge (
     Für n>m: |an-am|<(/2=|
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 EMBED Equation.2  [image: image101.wmf])
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2

.

1

.

2

S

Þ

( 

 an=a(R.
A2.4.1 Finde alle HW der Folge (xn=(-1)n).

A2.4.2 Finde eine Folge mit unendlich vielen HW

A2.4.3 Zeige: Eine beschränkte Folge ist genau dann 

   konvergent, wenn sie nur einen HW hat und dieser ist dann 

   gleich dem Grenzwert.

S2.4.2 (1505)
Vor:Sei(an)(R  beschränkt und H die Menge aller HW von (an)

    (
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Beh:( min H und max H.

//S2.1.3 (1255)(an) Folge aus R: an(a, ((R//

//       1.)an(( ((() für unendlich viele n(N ( a(( (a(()//

//D1.3.2(504) Ein angeordneter Körper (K,+,.,<) heißt vollständig //

//          : ( ( T(K, T(( und T nach oben beschränkt ( supT(K.//

//S1.3.1 (501)Vor.:K angeordnet  T(K, T((, s(K//

//   1.)
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 ist obere Schranke von T und// 

//                   ()( (>0 ist 
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//                    ( ( t(T: t(
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 ist untere Schranke von T und//

//                  ()( (>0 ist 
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//                    ( ( t(T: t(
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 und ( (>0 ( t((T mit t(<
[image: image113.wmf]®

s

+(//

//   2.)( maxT ( ( supT(K und supT(T: maxT=supT//

//      ( minT ( ( infT(K und infT(T: minT=infT//

Bew:Sei a(H 
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 ( (:=sup H und analog ( inf H....

    zu zeigen ((H 
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// S2.4.1 (1502) Vor:Sei (an)( R beschränkt//

//          Beh:(an) hat einen HW a(R und eine gegen a konvergente //

//              Teilfolge.(-k(an(k ( n(N)//

 Andere Formulierung:                                 

    Sei H    die Menge aller HW.                       (m   (
    Z.z: ( max H   .                              1/m=(/2

    Nach Vor gilt: ( k(0:|a|(k ( n 
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    Für HW ( gilt |(|(k, d.h. H   ist beschränkt 
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    Noch z.z.: ( ist HW. Nach S1.3.1 1.) gibt es zu jedem m(N 

    ein (m(H    mit (-
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