2.3(1400) Expotential-, Logarithmus- und Potenzfunktionen

Bem:Stetige Verzinsung und natiirliches Wachstum
Sei x der Zinssatz bzw Wachstumsrate /Jahr, K, =Ausgangskapital.
Jahrl Verzinsung x, Kapital nach 1 Jahr Kq(1l+x)
Monatl Verzinsung x/12, Kapital nach 1 Jahr Ky (1+x/12)*?
Tédgl Verzinsung x/365, Kapital nach 1 Jahr K, (1+x/365)°%
Allgemein (1+x/n)", neN

#82.3.1(1400) a€eR, a>0, r,,reQ, r, 2 r = 4" -> o

n -
/ n->ow n->ow
/
/

//§2.1.2 #Bsp 11.) (1255)a>0sa,=Ya = 1#//
/ n-=>o
//#81.9.8(1157) a€R, a>0, r,s€Q, r<s: a'<a® e a>1, a'>a° e a<l.//
/

/7

/ r

a

/
//#81.9.6 Bem: 2.)(}155)a,b>0, r,s€Q: a‘a’=a"?, — =a*s//
a
/
S%./I.Z Bsp 11 §2.1.2 Bsp 11
# Bew:a#l. a'’®7 > 1, at"*=(1/a)'" > 1
[ (— [ —
// n->oo n->ow
# r, 2 0: Wahle €>0. 3 meN: a'’®, a*/"eU.(1) .
ndoo e
# 3 n~;':“‘~-«1_/‘_r_r}< r.<l/m V nxzn, = a'/"< a"<a'" ¥V n>n, =
T $1.9.8
>0
# a"€u.(1) YV n2n, = d" > 1
N
# r. 2 r#0: r,r 2 0= ., = d' a’ 2 lrat=ar
n-ow n-ow 51£L€Emnz) n->w

#82.3.2(1400) a€R, a>0, r,,s.€Q, pER, r, ® p: @ :=lm a"
n->o e

//81.5.15 #5.) (759) p€R, I (r,) €0, r, foder \ : lim r,=p//

//#81.9.8 (1157)a€R, a>0, r,s€Q, r<s: a'<a® e a>1, a™>a° e a<l.//
//82.2.2 (1301)Vor: (a,) CR monoton und beschridnkt Beh:3d lim a,//

n->w
r

a
//#81.9.6 Bem: 2.) (1155)a,b>0, r,s€Q: a‘a’=a*"s, —;:a”s//
a
# Bew: Sei (s,)€Q, s, = 3 hfﬂ sa=p =
5$1.5.155.) 51.9.8
# g% monoton und beschrankt durch a” > ar konvergent
$2.2.2
# Sei (r,)€Q, beliebig aber lim r, = P = a" =
AN
arn_sn asn 9 lim asn
— - n=ow
>1 n->w
# Grenzwert der Folge ist immer vorhanden und hangt nicht von der
# Wahl von (r,) ab, sofern nur rn'z p =
n-=>oo
# af:=1lim a" (a>0, r.€Q, peR, r, » p).
n->o inat
n-»oo
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# Bem: 1.)0°:=0 VYV p>0

r S r_+s ~
# 2.) p,o€R, r, ®> p, s, @ o, a" a" = a"’" > a” a°=a"*’
- — — —
n-o n-o $1.9.6Bem?2.) -
r S r,—r _
# 3.) a"/a"=a" "’ > a’/a’=a""°
\ -
\ n->oo
4.) pER, \a<b d.h. b/a>1, d’<b’, d">b°
[ —_——
\ p>0 p<0

\

\
//#81.9.8 (1157)a€R, \{a>0, r,s€Q, r<s: a'<a® e a>1, a>a° e a<l.//
Bew: r, @V, r,r.€Q,
() \

n=>o
p>0: Sed 0<r<p. r,>r V n=ng: r,>r =
\ S1.9.8
1< (b/&) "< (bla)" 3 1<(b/a)*<(bla)’ = a® <b
\ n->oo
p<0 : -p>0 =>\1/a" <1/ b° = a" >b°
\

\
#52.3.3(1401) a€R, a>0, x, x&RM, %, 2 x = " 2> o
\ n->o n-=>oo

#Bew : wie S82.3.1. Statt r,, X, >\denn 3 meN: a'/m, aV/"eU, (1) .

# \\ d no: -1/m<r, <1/m V n>n, usw
\ —

\ -0
\

#S2.3.4(1401) a,x€R, a>0: x» a*>0 R\ T falls a>1, ¥ falls O<a<l

#Bew: a>1, p<o = 1=19° < a%P=x%/af = af<a®
52.3.273em 4.)
# 0<a<l, p<o = 1/af=(1/a)P<(1l/a)°=1/a° = af>a°

#S2.3.5(1401)g>1, a>0, g*=a < 3, x=: /loga €R

—_—
Definition
g>1
#Bew: (1/g)"= > 0 = 3 neEN: (1/g) "<a A (1/9) " <1/a = g " <as<g"
n=o a>0
X1:=-Ny, yi1:=N, Intervall [xi,y:],

Intervallschachtelung [xX,=%X;, V,=(x1+V1) /2] N [x=(x:+V1)/2,V:=V1]

mit g <a<g’® usw [x.,y.] mit g "<a<g’" fir n=1,2,3,.. =

X, 2 %, y» 2 x 2 g'<asg® = g'=a = I, x=(° a)eR: g*=a
n->o n->o §2.3.3

Eindeutigkeit mit S2.3.4

Bem: 1.) 9log 1=0
2.) x€(0,+ o), xP9%0g x T aus 2.3.4 Fall a>1
3.) 91log afP=p*9log a

9log a” 91og a” 9log a”
Bew: af=g %%, gf %% =(g %7 )

S o S S S S S S e

P=g,

$2.3.6(1401) x.,,%x,9€R, x,,x>0, g>1, x, ? x = 9log x, 2 °log x

n->ow n-=>oo
Bew: x=1: V e>0 3 ne(e): g <x,<g" = -e<?log x,<¢ V n=n, =
- o] s235
9log x, ? 0=9log 1
n->ow
sonst: x,/x 3 1 = 9log x.—-log x = log (x./x) 2 0 =
nso $2.35 -

$2.3.2 Bem 2.) nw
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9109 (x4) 2 91og x

n->oo

$2.3.7(1402) x,,%,pER, %,>0, x, 2 x>0: xP> %P

-

n->o n->o

Bew: x, @2 x =2 log x, 2 log x = plog x, 2 plog x = log xp 2 log
n-=»o §2.3.6 n-o n->o §2.3.5 Bem 3.) n->o
Xp
log x? log x”
p_ og X _
x,=9g " 2 g =xP

=
——
log

g & n->o

S2.3.8(1402) Vor:x€eR, x#0, n>-x, x,=(l+x/n)* V neN
Beh: (x, *1
Bew:Ist 1+x/n>0 = n>-x und dann ist "+\1/x_n gleich dem geometrischen
Mittel detwn+l Zzahlen a,=1+x/n, 1<k<n und a,.=1.

n+\1/x_n= (1+xM)(1+x/n)...(1+x/n)x1 =

— n+1
>0 n mal

s

n+1 Faktoren

-~ B

geom . Mittel

» (n;x)(n;x)m(n-rll-x)*l

-

n mal P

~— — o

n+1 Faktoren P

<

nicht alle Faktoren gleich P

geom . Mittel _

arithmetisches Mittel e

X /f n+1 X 1
A(l+——,.  1¥— +——— )=
( n+1 //l n+1 ) \/(1 n+1) \/X"” -

{n

A=G da alle Zahlen gleich

A~ n+1lmal
X, <X,;1 = Monotonie

Andere Formulierung aber fir x€R, x>0, a,=(l1+x/n)* V neN
//S1.5.6 (715) x€ER, x=>-1, néN, (1+x)?>1+nx, = < x=0 oder n=0 oder n=1//

s _ (1o _ (el tex)n™ _ (me)(enem ™

a, (n+1)"'(n+x)"  n((n+1)(n+x))"™ n(n’+n+nx+x)"™!

n+x) o x Pl »s ) DXy L sa,
n (n+1)(n+x) — n (n+x)

x=0>—1, §1.5.6

+1 n+l __ n
X (n+1+x)” _(n+x)”=(n+1+x) (n+x) P

X
1A= l‘|‘ n+l_ 1_|_ - n_—
#an—an=( 1 ) ( p ) 1 - (n+1)"*Tn"

#an+1¢an# = an+1>an
$2.3.9 (1403)b,:=(1+1/n)™"

n+1 n+1
B - b, :( n _(n+1)™ (n+1)™2  (n41)((n+2)P) (041 ((n+1)2 )”+1 _
" b,y (ﬂ e n"t(n+2)"*? (n+2)(n(n+2))™**  (n+2) \n(n+2)
n+1
(n+1) (n2+2n+1 " [n+1) n vy (n+1) (14 n(n+1) -
(n+2) \ n?+2n (n+2) n(n+2) ~ (n+2) n(n+2)
(n+1) . (n+1) . (n+1)(n*+3n+1) _n(n+2)(n+1)+(n+1)* _
(n+2)  n(n+2)? (n+2)*n (n+2)*n
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(n+1)(n*+2n+n+1) _n’+4n*+4n+1)

>1
(n+2fn n’+4n’+4n
Bem: a, wie in S2.3.8 Andere Formulierung
Nun gilt an(l)SbnSbf(l-l-1 )n*1=(l+% )y1"=4 fiir n>1 und mit m=[x]+1 auf
n

Grund der Monotonie von (a,(m))
O<a, (x) < (1+ P yrc 1+ ™ ymo (4, (1) )"<4™ fiir n>1, kurz 0<a,(x)<4" fir n>1
n nm

= a,(x) beschrankt = (anp(x)) 1ist Cauchyfolge
(a,,) monoton

$2.3.10(1403)[(1+1/n)", (1+1/n)™?' ist fiir eine Intervallschachtelung mit
lim (141/n)"=1im (141/n)™*=:e, neN d.h. 2,37<e<3,16
Bew:a,:=(1+1/n)® ““nach S2.3.8
a,=(1+1/n)*<(1+1/n)**=:b,, b, \nach S2.3.9
= [anlbn:|>In+1 da dn /'bn \

I.:
b.—a,= (1+41/n) ™= (141/n)"=a, ((1+ L)-1)=a, L 2 0 =

n I no>x
a,—e, bn—>e:=li-gl (1+1/n)"=1lim (1+1/n)""

n->o

(1+1/n)"<e<(1+1/n)™* V neN
Bsp:n=3 = 64/27=2,37<...e..<256/81=3,16..

S2.3.11(1403)xeR & x,=(1l+x/n)® V nEN: (x,) beschrankt

Bew: Falls x=<0, ist 1+x/n<1 und somit x,<1 V n=n,mit |1+ X | <1.
n,
Falls x>0, ist (1+x/n)"(1-x/n)"=(1-x?/n?)"<1 #fir groBe n#¥.

Da (1-x/n)" fiir n=n,>x streng monoton wachst, folgt fir

diese n, daB (1-x/n)">(l-x/ny) ©° .

(1+x/n) < 1 < 1

X\ X )
(== (1)
n n,
Daraus folgt die Beschranktheit von (1+x/n)".
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S2.3.12(1404) z€C, lim (1+% )" existiert.

n=>o

//82.2.2 (1301)Vor: (a,) €CR monoton und beschridnkt Beh:3d lim a,//
//82.2.5 (1307) V 0 F n;(¢) EN:|z,-z,|<e¢ V n,m=>n,(e) < konv//
//81.2.1 (406) Vor: K angeordnet, a,b€K 6.)|a+b|<|al+|bl|l//
//82.3.8 (1402)x€ER N x#0 AN n>-x N x,=(1+x/n)" V nenN: (x,) M/
//82.3.9 (1403)b,:=(1+1/n)""*" \ //

Bew:Sei zundchst statt z x€R, x>0 baf. Wir betrachten die Folgen
1 1 1
(an):zan(x):z(lwt--)ni)n und b52(1+;;)nﬂ. ( aﬂ(1)=(1+;;)“5b¢:(1+;;)““)

Wir zeigen: (a,) ist ® monoton wachsend und ® ® beschrankt und damit
nach $2.2.2 konvergent (deshalb nach $2.2.5 auch
Cauchyfolge, wird unten benutzt) wie folgt

e = (an) ami>an = (b)) buu<b, /
S2.3.8 $2.3.9
® & Nun gilt an(l)SbnSb1=(l+~%)“”zﬂl&~%)1”=4 fir n=1 und mit m=[x]+1 auf
Grund der Monotonie von (a,(m))
O<an(X)S(l+% )“S(l-i—% )™M=(a,(1l))"<4™ fir n=1, kurz @ @ 0<a,(x)=<4" fir

n=>1

ene e = lim (1+%X)r cxistiert

- 0
n n

Betrachte z€C fest und definiere z,:=(1+z/n)". Fur n>m gilt

mn

Z&'Z GE-S @G-
DRI e SHEY AR DS

B ((”)nk— (m)mk>zk+ 3 (”) (z/m)¥l= 1] Y kezd] "=

k=0 k k k=m+1 K k=0 SLglej
Y klzl*=(1+lz|/n)"=(1+]z|/m)". )#Cauchyfolgen
k =0 Ve
Man beachte, dass die Ky nicht negativ sind, so/ist Flir 0<k<m:
K={[n(n-1)...(n-(k-1)n*) ]-[m(m-1) ... (m- (k= %T *}/k'—
{1(1-1/n)...(1-(k-1)/n)-1(1-1/m) ... (1 4k<1) ) /m}/ k1 =0
(1(1-1/n)...(1-(k=-1)/n))>(1(1-1/m) .~ (1 (k-1) /M)

Da |z|=0, wissen wir nach 52.3.9/Bem, dass(ﬁL"+|z|/n)n eine monoton
wachsende Cauchyfolge ist und somit ist auch (z,) eine Cauchyfolge
und mit S2.2.5 (Cauchykrit) folgt die Beh

]

S2.3.13(1404) | (lim Hﬁ-i)“—(l+z)|3|z|2(l+ 2)“'2$|z|24“z”+1 V n>3,zeC

n->w n n—

//S1.7.4 (906) @€C N n,m,kEN,, FEN:6.) (1+z)"= (1) z*//
k=0
_ 2 _ 2
|1+% L P L )

Bew:|(1+~£)“—(l+z)| 5 2
n 2n 2n

:{H

W
[
~
I
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!

D n(n—l)...(n—k+1)zk — . |2"Z_:2 (n—2)...(n—€—2+1)(|z|)g

k | <= — =
=2 k!n ol = (e+2)! n
n-2 ¢ n—2 )
n—2)...(n—4—2+1 — —
L5 (2. THEN SRS ([
=0 ¢! n—2 =\ 2 J\n=2] s174
(1+—| |2) lz|2<|z]24020+1. <4" siehe Seite 1403 ee
n_
an—2(|Z|)54nW2 \\\
\\
\\ Wn
$2.3.14(1405) V (w,) 2 0, w,€G gilt (1+—)" > 1
n-»o \\ n->o
//81.6.2(802)Vor. z;,z,€C. 3.) |z:izxzs|21 |zl =zl 12|zl =221 //
Wy ! w, " S |Wn| n-2
Bew: | [1+— ] -1[-|w,| <= | |1+—| = (1+4w,) [<|w,|? |1+ <|w,|%a,., (1)
n — n n—2
51.6.2
fir n gentigend groB (damit |w,|=<1 weil w, Nullfolge)
w, " <
|1+ —11<lw.|+ 4 |w,|?<5|w,| fiir geniigend grofe n gilt
n siehe ;2.3.12

und |w,| = O.
)
n->o
Andere Formulierung (z,), z,€C

A n+l,a=1
//81.7.2 (903)a,beC, n€N,:1.) Y a‘={1—q"™! //
=

z,—0 = 3 |z, <k V neN, |z,1<1/2=€E, V¥V n>N(E&,)

/ \n n
%oy Zn 42n) 1 _ Zn
(1+n)2(2)(n):>}n 1}(221(:)(’7)
k=0

/ =
N k k N k k-1
k < |Zn| n - /'fzn| _ |Zn| n n |Zn|
?_k(n)ICnI_k:1 ki %, Tk k;k-’ | Zx | >
(1; < / NS —— k=N+1
-)0(n-)oo) -)O(n-)oo)

(N:endlich yiele Summanden)

[ ¥

N |Zn n k—1 N |Zn|k n
(1/2) SZ W+|Zn|£”(1/2)k—1 =

DT ta -

K
k=1 k=t — A MY = — —=t 72

1\~
1—|=

—_

k=l S

2 2+l NI +2 12,
2
lcal < 0 +21z,] 2 0
an—>0f-L‘;rn—>oo n-o
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S2.3.15(1406) V xR 3 lim (1+x/n)"=lim (1-x/n) "=:exp (x)
siehe auch S$2.3.18 5.)

w
//82.3.14 (1405) Fiir alle Nullfolgen (w,) w,EC gilt (1+— )"—=1 (n—w)//
n

//82.3.12 (1404)z€&C, lim (1+% )7 existiert.//

n->o

n-»oo n->o

//82.1.2 (1250) a,b, (a,), (b,) ER, konvergent a, = a,b, > b//
//7.) lim (a,b,)=ab//

n->w
)
b

n

// Bem:Seien alle x,#0, und gelte lim x,=x#(0. Dann ist auch die

n->wo

//8.) V n>n, und ( )—)(%) (n—c0) , n=n,//

//Folge// // der Kehrwerte (1/x,) konvergent, und lim 1/x,=1/x//
#Bew: > 3 lim ((1+x/n)"=a A 3T lim ((1-x/n)" =b
$2.3.12 e e
#
2 1 n->oo
# lim [ (1+x/n)" (1-x/n)"] =14y (1-x* ) =(1- Z=-=)=" 3 1
"~ n— oo n? N s34
an->0
# lim [ (1+x/n)*(l-x/n)*] = lim ((l+x/n)®) lim (l1-x/n)®) =1
n>ow 52~——142 n->ow n>ow
1
# lim ((1+x/n)")= _ X = lim (1-x/n)™)
n>ow llm(l_ ¥)” —— n->o
n— o n $2.1.2 8.)Bem

//82.2.2 (1301)Vor: (a,) €R monoton und beschrdnkt Beh:3 lim a,//

n->wo

2 2 n-=»oo
Bew: (L+x/n)"(1-x/n)"=(1- % )r=(1- £.1y-737
n nn g3
an-)O
° x>0 = 3 lim [ (1+x/n)", m:=[x]+1 (= x=<0)
(1+x/n) "< (1+m/n) ") < (1+ —— )™n< (14 & )m*“S((1+l)”+1 )"< b} =4" =
m*n n n
bn
(l+x/n)"<4t = 3 exp(x):= lim (1+x/n)" V x>0
$2.2.2 e
2
X
1_ n
° o x<0 = (l+x/n)°*< = ( 2) - _
_;0 X, n:;oo EXP(—X)
(I--)
n
o0 0 x=0 = (l+x/n)*=1 2 exp(x)=1, exp(x)= —F——, exp(x)*exp (-x)=1
nde exp(—x)
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$2.3.16(1407) x.ER, (x)) 2 0, x.#0 A x>-1 #fiir grobe nk: (l+x)" e

n-=>oo \
\

\
//82.1.3 (1255) (a,), (b,), (c,) Fevlgen aus R: a,—a,b,—~b, (n—w) und a€R//

// 3.)a,<c,<b, flr fast alle\néN’und a=b = c,—~a (n—w) a,—a, b,—b=a//
// Bem:a,<a fir oo viele| n€N b>a<a sondern a<a //
//82.3.15 (1406) V xR T lim (l+X\/n)”—hm (1-x/n)™//
\
Bew:x,>0, I m: V n=m ist x,<1, also 1 >1. Zu diesen n gibt es
1 1 \ an
k.eN mit k.< — <k, +1 = X< — =
1 X, ~ kn+]‘ kn
| \ S —— P
, N < NullfF==—» Nullf
_--< 1 <7 -7
- N -
(Ruckfuhpdnj von \{1+ 7 oaut<«I+1/n)")
\/ 7
k, o k+1
14—t (1+x "< 1+L =
k,+1 k,
k +1 -1 L K,
141 PR S (1+xn)x" <1+ L] 1+ L =
k,+1 k,+1 n k, $2.1.33))
se Nullf e Nullf
[ — [ —
1 >1
1
(1+xn)"—%e
x,<0, analog???
1 ket 1 1 ke XL
1-— <(1-x )" <[1- = 1-x | —=1/e =
( k”) ( n) kn+1 §2.1.3 3.) ( )
[ — R ——
>1/e >1/e
1
(1—&anﬂe
n
#x,<0, analog
#3 m: V n>m ist O>x,=-1 = i <-1 = —i >1. Zu diesen n gibt es
X X
n
# k€N mit knﬁ—i<(kn+l) = —kn2i>—(kn+l) = - >X, == — >
X, X, kn+1<__ 0
Nullf Nullf

1

1 _(kn+1> X_ 1 —kn
¥ (1_k_n) <(1+x,] <(1_kn+1

1
1 7kn 1 -1 7 1 _(kn+1) 1
1-— 1-—| <(14x )" <|1-—— -
f ( kn) ( kn) ( +Xn) ( kn+1) ! k,+1 52.533.15

n
—k -1 (k +1)
1] ™ 1 1 n 1
L ey B e U il 2c
n n (1 y nt n §2.3.15
+x” x!l
1 \k > 1 1 |kt > 1
= [1+—| > e k,» = 1+ e kn+1 o0
L3l Kn| ke (k1) Kouq

= Beh, falls x, fast immer positiv oder fast immer negativ.
Enthalt (x,) o viele positive und o viele negative Glieder,
Zerlegung von (x,) in 2 Teilfolgen (x’',) (x'’,), von denen die erste
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nur positive, die zweite nur negative Glieder enthdlt. Nach dem

bisher Bewiesenen gilt
1 1 1

(14,7 —e, (14x,)" me = (1+x,)" —e

1

Fir vorgegebenes ¢>0 liegen fast alle (1+XU&] und fast alle
1

1

(1+XU&I in Ue(e) = Es liegen fast alle (1+XJX” in Ue(e) .

S2.3.17(1408) (1+x/n)" 2 e* V xeR.

n->oo
1

//2.3.16 (1407) (x,) 2 0, x,#20 A x,>-1, x,€R: (l+x,|" 2 e//

n->oo n->o
n/x [X
Bew: x#0. $2.3.16 = (l+x/n)"*>e = (1+x/n)%=K1+§) 2 et
n siehe™™™*
* Vor x,>0, x, 2 x. Beh xh—x, DER.
n->o

log x” log x?

= plog x,—plog x = logx) —log x* = xL=e " —oe®" =xf.

Andere Formulierung:
//82.3.7 (1402)x,,%,pER, x,>0, x, > x>0: xh > x//

n->o n->o
$2.3.16 x
nlx
— X
#(1+ x/n )/ 2 e = (l+x/n)"= [(1+—) > et
50 n-o $2.3.7 n 1900

D2.3.1(1408)
(.) Die relle ZzZahl e:=%}@(l+l/n)“heiﬁt die Eulersche Zahl

(..)Fir x€R definieren wir die reelle Expotentialfunktion
expm(x))=ex=‘1im((1+x/n)“) eliner reellen Veradnderlichen durch

* n— o

exp: R =2 Ry, x =2 lim (1+x/n)" (exp(x)=Ilim (1+x/n)")
$2.3.111.) Abbildung  nse im

(..)Fur z€C (x€R) definieren wir die komplexe Expotentialfunktion
exp (z)=e*= 1im(l+z/n)“einer komplexen Veradnderlichen durch

ek N0

exp: C»C, z =2 lim (l+z/n)®
Abbildung n»>w

*  Bew fliir x€Q ohne $2.3.15 in S2.3.16 6.)

o0 n [s'e] n

** Bew siehe $3.6.1 lim ((1+z/n)") =) — und $5.3.1 e=¥ =

> n=0 n! o 1!
Bem:e=2,7182818...irrational, transzendent
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S2.3.18(1409)Eigenschaften Expotentialfunktion

Fir z,weC, x€R gilt
1.) (.)exp(0)=e’=1
(..)exp(x)>0

//#81.9.7 (1157)a,b€R, a,b>0 reQ.

#Bew: (1+ X yim (14X
n n

-

<—1 fiir n>—x falls xx=1""»

2.) e*#0 V zeC :e?=1/e?

(.) r>0, a<b < a'<b* //
)n > Ol’l:o

$1.9.7

—
>0V x€R

Bew siehe 3.)

Formulierung fir komplexe Variable efe"=e

z+w

3.) exp(x)exp (y)=exp (x+y)

V x,vER bzw

exp (z) exp (w) =exp (z+w) ,auch

e?e"=e?" VY z,weC

Additionstheorem oder Funktionalgleichung

) =1 (n—w0)

//S2.3.14(1405) Fiir alle Nullfolgen (w,) w,€C gilt (I1+—o
n n
lim(1+X ] [1+2 x+y xy|"
exp(x)exp(y) "0 VT e
Bew: p( " f Y = = lim " n =
expl x n nw X
pLxTy hm(1+x+y) 1+32
n->o n n
ﬂ n
2 n
lim |1+ n+ = lim 1+1K Xy ) = 1
" 1+X Y " n\n+x+y’ 2.3.14
n a
n->0

Formulierung fiir komplexe Variable e’e"=e*™

Bew fiur 2.) und 3.):

(1+Z+M})H¢O auBer fiir hdchstens ein neN .
i Z+w  z¥wW "
(1+z/n)"(]j+w/n)" 3 n n’ B
z+w - Z+w -
1 " 1
(1+252) (14252

Zwn

n ZW n
1+——| =|1+— = 1 =
( nZ(n+z+W)) n(n+z+w)) b -

W

— =:w,—0
n+z+w

ezewzl * eZ+W
52.3.14 Grenzwertr
speziell z=-w, efe"=e""=e’=1

insbesondere e"#0
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4.) le*=(1+z) |< |z|%e'*' V¥V ze C

Bew: | (1+z/n)*-(1+z) | < |z % (1+ % )%, Grenzwertregeln, Beh
$2.3.13 n
Andere Formulierung
| (1+z/n)"-1-2|<1/2|z]|2é"
Vorbetrachtung:n><m, _z€C ______
“Doom-vE) 1T T T T o >
P i R AL B A NS R Y2 DU AL N
V) n vin' v! n ,
A oas1/m) (-2/m) ... 1= Y
v ! /fn
//
ex [ n ) _nn=1)(n=2)..(n—(v+2)+1) - 4
v+2 vI(v+1)(v+2) ,/
n(n—1)((n=2)...(n—2—v+1) /
2 vl /
/
(n—Z) //
v /

/
//#82.3.12 (1404) zeC ,lim (l+% )" existiert// )/

n->o

/
//82.2.5 (1307) komplexe Folge ist genau daph konvergent, wenn sie//
//das Cauchy Kriterium erfullt: V &0 F nl/(g) EN: | z,—zZnl<e¢ V n,m=n,(e).//
/

Anfang Bew /
/

V n>meN (siehe auch 2.3.13): //

n n v
| (L+z/n)" = (1+z/m)"|= |VZ:0' [V]/[/}%:J -

m
0 4 n v m v
in Ln 0/\m A)\m) = \v/\n) = \v/\m
1 1 n // m
| — S —
z1 // z1
S 5 ) s
v=2 v/n' V.‘ H}y v=m+1 v B
n\1 (m\i1
5 Gl e 5 7] B
— — P v v
V=2 >0d’a/ﬁ>m ‘ vl n
lzl .o_ 0l
(1+ ) (1+ ) < e V n<m<n,(g) =
n m "-352.3.1-2‘,2.2.5
| (1+z/n) = (142) | | <= Z n) |7 =“ZZ. no) =
=1 n'i':O,lDiffO = W n =2 v+2) 0"
|Z|2I§ n )l T
n? o \v+2 {1} _______________
i‘ [n 2= B ne - I)HZ' n- 2 \Z\Vgﬁ nn - l)nzz' n- 2 [ _
= Wnt ST 2 n®> Vo v o2 n? v ) -2
_1 n—2
p An=t) () lel <1/2]z|%e? ¥ n>2
A |1
2 [ —]
<=1 <=l
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. . 1 1
5.) V x€R 3 exp(x)=11M (14+x/n)*=11M (1_x/n) "=————, exp(-x)=——
Y= exp (- x) exp(x)

Wa )2—=1 (n—w) //
n

//S2.3.14(1405) Fiir alle Nullfolgen (w,) w,eC gilt (I1+
//82.3.9 (1403)b,:=(1+1/n)""" \x //

//82.2.2 (1301)Vor: (a,) €CR monoton und beschridnkt Beh:H %}{E a,//
//82.3.8 (1402)xeR AN x#0 A n>-x AN x,=(l+x/n)" V nen: (x,) T /

2 n-)_‘oo _
Bew:(1+x/n)“(1—x/n)“:(l—x_2)“:(l—X;-%)“ =21 ////’

2

n 0 §23.14 __ -~

an—)O |
x>0 = 3 ;. (1+x/n)", m: = [x}-7+1 eN
im — — |
n= o _xsnr ~ grostes Ganzes |
- | —
g 1
(1+x/n)"< (1+n/n)" <= (14 )m= (e Lymg |(142)1) <= pr =
S~ — mn n n — -
S §2.3.8 | | §2.3.9
~_ | b b, =(1+=)
|

Q
+
o

: =
X 4 2
- nz) (1- X *l)" 1
<O = (L+x/n)°= | %, =———— 3 exp(x
n (1_£)n n->o

n
x>0 = (1+x/n)">1>0 = exp(x)=>1
1
. - 1
lim 1+ n— .. Xin = R — - =1
-1 (1+x/n) ngmw(l-;) exp (x) JR———, = exp (x)exp (-x)
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6.) (.)exp(m)=e" V meZ, (..)exp(l/k)=ei=\/g V keN,

(...)exp(r)=e* V reQ (siehe auch A2.3.5)
Bem:siehe jedoch //S2.3.17(1408) (1+x/n)*—=e* V x€eR.//

//82.2.1 (1301) z, @ z Beh:Jede Teilfolge (z ) von (z,) z —z(n—w)//

n-oo n n
n->ow

//82.1.2 (1250) z, (z,)€EC, =z, > =z, 9.)zﬁ—)zk
//82.2.2 (1301)Vor: (a,) €CR monoton und beschridnkt Beh:3 %}1;9 a,//

//82.3.6(1401) x€ER N x#0 N n>-x N x,=(1+x/n)> V nenN: (x,) T Il
//82.3.9(1403) x€ER N x,=(1+x/n)" V neEN: (x,) beschrdnkt//
Bew: (.) exp(m)=Ilim (1+m/n)" = lim (1+ M )™=

n->o

$2.2.1 mn
(1im (141/n)m) m=e,
(..) (exp(1/k))*=(lim (1+1/4)")"

n- o :
n §2.2.1 kn §2.2.1 +v,=kn)

1
exp (1/k)=§e=_x

1 1

(.. .)x=§€Q, geN, peZ = exp(p/q)=e§=(eg)p=(ep) 5 =exp (x)=e*
Andere Formulierung:

//82.3.18(1409)Eigenschaften Expotentialfunktion//

// Fir z,weC, xeR gilt//

// 5.)(1412) V x€R F exp (x)=110 (11x/n)~=11im (1-x/n) e,/

exp (- x)
Wir zeigen zuerst (exp(x))“iexp(nx) V x€R und V neZ:

Sei x€R fest \\\\
(.)n=>0...Induktion ///: N
n=0: (exp (x)) *=lFexp'(0Y=exp (0-x)
n—n+l: (exp (x) )“*ié/(eﬁkp (x)\) "exp (%) = exp (nx) exp (x)
// / I \\ \\ IndHyp
= , e#p (r{x+x) :e»x\p ( l\m\-l) x) .

—

$2.3.16 3.) // : \ N
71 N1 1

(..)n<0 (exp(x))* =7 N =

=/ 71 = — - ‘ v
powmr (EXP(X)]" 2 exp (o9 ;2.3.18 5 baw2.3.15  SXP((= (72x)

exp/(nx), N
/ / \

/ 1
exp (m) =exp (1*m)=e" ¥ meN, und exp(l/k)=exp(1*z)=ei V keN.
—=E=="

Sei mEZ-—mit’m?@.:’egé}; (m) = 1 = 1 =en,
/ 523.45 exXp (-m) e "
Sei reQ beliebig &~ 3 peZ, qeN, r=p/q =

P
q r

1
exp (r)=exp (p'l/q)=lexp(1/glp = [eVi=(e?) 1 =e 9 =e".

$2.3.65.)
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1

V x<1
1—x %

7.) 1l+x<exp(x) V x€R, exp(x)<

//81.5.6 (715) x€R, x=>-1, néeN, (1+x)">1+nx, = < x=0 oder n=0 oder n=1//
//82.1.3 (1255) «a, (a,)€ER: a, 2 a l.)a,<a (=a) fir © viele n€N =

n-=>oo

// as<a (aza)//

//82.3.8(1402) xR AN x#0 A n>-x A x,=(1+x/n)* V neN: (x,) 1t
//81.5.4 (705) V a€R F nEN:a<n//

Bew:x>0:52.3.6 1+x<(1+x/2)?<....<(1+x/n)"<exp (x) =
$1.5.6
1+x<(1+ x/n )* VY neN, = l+x<exp(x) V xeR
[N
&0 $2.1.3

—
—_

- X .. .
é=— >-1 =2 x=>-n, 2 -xX<n, =@ -x<ny,<n > méglich V xeR
n
0 S1.5.4

= e
x<1l: x durch -x ersetzt = 1-x=<exp (-x) = 1 =
2.3.185.) €XPpP (X)
0 <= exp(x)< 1 = exp(x)< 1 Vx <1
—— - — Aaad
2.3.18 1.)(..) 1- x 1- x 1.(..)
8.) x<y © exp(x)<exp(y) (strenge Monotonie)
Bew: x<y < exp(y)=exp(y—x)exp (x)>exp (x)
[ —
y—x>0=>>1
7.)
Andere Formulierung:
e’ <e’ & x<y
Bew:e'= e’™* e* = e¥>e* & y>x
—
>l y>x
9.) e’ =e’, |e*|=e™®, |e*|=1 o Re(z)=0
—\n
Bew: (1+z/n)" = 142
N n
Ez —_—
J— ez, —
|eZ|2=eZ eZ =g ez — eZ+Z =e2Re(z) (>O) — (eRe(z))Z = |ez | =eRe(z) .

1=|e?|=ef*® o Re(z)=0
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10.)as 2 a = exp(a.) 2 exp(a) (Stetigkeit) a==*ow erlaubt

n-»oo n-»oo
speziell exp(1l/n) 2 1, exp(n) 2 ©, exp(-n) > 0
n:;oo n->o n->w
Bew:a, @ 0: = |a,I<l V n2ng(1) = Il+x<exp(x)< 1 =
n-w x[<1 1 - x

1
V n=ny (1) = 1=exp(0) und

l+a, < exp(a, =

1- a,
an 2 a#0: exp(a,) -exp(a) = exp(a) (exp(a,—a)-1) 2> exp(a) 0=0
n-o 2.3.18 3.) 30 no
Formulierung flir komplexe Folgen:
Z, ? z = e’ 2> e
n-)ﬂoo n-foo
z
//82.3.13 (1405) | (lim (l+% )'=(1+z) |_<|z|2(l+% )<

// | z|#41210+1 V n>3,zeCc//

Bew: z, =z,-z—20, Benutzt wird |e*-1|-[z|<|e’-(1l-2) |

<= |Z|%¥Z‘3

[S—
§2.3.13, n—22»

, X "L e ,
le"-1|<|z, |+lz, |e"<|z, | (1+]z,1e") (d.h. |z |(1+ke*) 2 0
51 "
n->o

- , ;
z,—mz & z,= z,-z—20. e"=e"e® > lre’=e’
n-=>ow

X X
Bem:x, @ © = e" > o, e"=1l+x,

n->oo n->ow
X, X, 1
X = -0 = e 2> 0, e'"= 2 0
—— — _Xn —
n-oo n-oo e n-o0
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n n
11.)Fur n=2, neN gilt immer e(ﬂ) <n!<ne(ﬂ)
e e

Siehe auch D2.3.3 Bsp 5.) (1455)

//82.3.8 (1402)xeR N x#0 N n>-x N x,=(1+x/n)" V neN: (x,) ™/
//82.3.10 (1403)/(1+1/n)", (1+1/n)"*'] ist fiir eine Intervallschachtelung//
// mit lim (1+1/n)?=lim (1+1/n)""*=:e, neN d.h. 2,37<e<3,16

n=>w n=>wo

//82.3.15(1406) V xeR F lim (l+x/n)"=lim (l1-x/n)"/
//82.3.18(1409)5.) (1409) V xeR F exp(x):lﬂn(l+x/h)“:hm (l—x/n)ﬂ:———%——y
nm e no expl—x
n n+1

Bew:Seien d,= , enzndf:n , dann ist

e'n! e'n!

n+l _n I n+1 1 n_-—1 n

G /d= (n++11) e'n! _ (1n+1) _(n+1)%et (n+1) el= (14+1/n) el
e !(n+1)In"  e'(n+1)n" n" n

und die rechte Seite geht streng monoton wachsend gegen 1
(nach S2.3.8 (1+1/n)" *,mit S2.3.10 gegen e), ist also insbesondere
<l. Also ist d, streng monoton fallend (d..;/d.<1 = d,>d...) .

nn+len+1(n+1>!_ nn+1e1 ~ (

. n n+1 P
Weiter e,/e = L —e(1-1/(n+1))""! 5> 1

e"'n!(n+1)"*  (n+1)™! n+l) e vl
Pt *i.
= e, >e;, ((1-1/(n+1))™t 1,
(1-1/(n+1))"m
>1/e
1 1 1+1
Daraus folgt d,<d;= 1 =——=]' =e<e, flir n=2 und daraus ergibt sich die
e e e'n
n n+1
Beh: ed,<l<ee, = e <l<e = Beh
e"n! e'n!
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n n
Andere Formulierung Fur n>2, neN gilt immer e(ﬂ) <n!<ne (ﬂ) :
e e

// 2.3.9 (1403)b,:=(1+1/n)""" \ //
Bew: Anwendung Un1! /g n:)oO 1 7 (1+41/n)"<e< (1%—1/1’1)“&l

n\" n\"
Induktion nach n. e (—) <n!<ne (—)
e e

1 1
n=1: (l) esl'ﬁ(l) *1*e
e e
TH  n: (ﬂ) eSn's(ﬂ) ne
e v e
/1 1
n n+l: (n+i))/!:fn' (n+1)
s\ | n il nn+1
n!/(n+\ﬂ\)‘ls —| ne (n+l)=—e(n+l)=
o8l e
|\ >=n!
+ n+1ll '\ __n+1 n+1 n+1
(n n]:l-)l lI \\n n+1 ez( +l): (n—-'-l) (n+l)e o n+1 -
e ] (m;%) e 1 (n+1)
n+ n+
("—J’l) | (nl\e ——— < (””) (n+l)e
e | \ (n+1/n)" e
: \\ <=1
| \ n +1 n+1 n
(n+1) !'=h! (n+1) Z\(ﬂ) e (n+tl)= (n n+)1 ( nl)n+1 e?(n+l) =
e e n+

(n+1)”+1 o2 n" (n+1)”+1 o e - (n+1)"+1 o
e (n+1)" e (1+1/n)* | e

>1

12.) (1+z/n)" ist Cauchy Folge V ze C.
Bew:3d exp(z)=e?=lim (1+z/n)" V zeC. fiir n>m gilt:

| (1+z/n) "= (1+z/m)"| < (1+M)n—(1+|i|)m < el -1+ & yn,
n m m

z z
Da (l+% yer el = (l+%) " neN ist Cauchy Folge V ze C.
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	//S1.5.15 #5.)(759) R,  (rn)Q, rn oder : rn=//
	< <
	D2.3.1(1408)
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	exp|R(x))=ex((1+x/n)n) einer reellen Veränderlichen durch
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