A4 .4.14 Gegeben sei eine stetige Funktion f: R»R. Es gelte
: . \
lim f(x)=11m £ (x)=0.

X — =00 X— 400

TS% £ ¢
XER

//S4.4.7(2560) Vor: McR oder MéQC& M kompakt, f:M— R stetig auf M.
//Beh:3 Hzli-Mnf(z)=min £ (M) eR und\a Hzlgf f(z)=max £ (M)€eR, d.h.

/) 3 2,,2,EM mit f(z,)<f(z)<f(x,) V zeM.
Los:Fall 1:Wenn f(x)=0 V x€eR, max\{f(x) |=0

) ~ : ~ \
Fall 2:4 XER mit If(X)|>O =

Zeﬂge, dass dann x) | existiert

\
\

NN
3 x> mit £ (x) </ \V x>x, &
\

2 \

~ \
3 x<” mit |f(x) <] vig<x,
X \
2 \
—

A\ . .
S441DmXﬂhmwM13 m=max|f(x)|, |f£(x)] 13& stetlig 1n x€[x{,%X]) =
=4
3 m=max|f(xy) | fUr x.€[x1,x%x:] =~ _ |f(x)|<m V x€R? = m=max|f(x)| V x€R
m=f(x)|
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A4.4.17

Es sei f eine auf R stetige Funktion, fur die gilt:

d p>0: f(x+p)=f(x) V x€R. Man nennt dann f auch periodisch mit
Periodenlange p.

Zeige, dass die Funktion f auf R gleichmidRig stetig ist.

//84.4.9(2565)GleichmdBige Stetigkeit//

//Vor:Sei McR oder McC und M kompakt (2560), f:M—C stetig auf M.//
//Beh:f ist gleichmdBig stetig auf M.//

Los: ﬁ[th verstanden, deshalb eigener Versuch Seite 2569
) 0
.L/ﬁ\\ ////ﬁ\\
N N

*x v p

[0,p] gleichm. stetig V | x-y]|<o..

S54.49
leichm.stetig
0,2p] &
[0,2p] iR

Bew:Z.z. V ¢>0 3 8>Q V x,,xER. |x-%,1<8 = |f(x;)-f(x,)]|<e
(.)f(x+p)=f(xMV x€R = V keZ, f(x+kp)=f(x) V xeR
N
(..)f auf R stetig= £ auf [0, 2p] stetigs§29
N 4.

f auf [0,2p] gleichmidBig stetig.
Ve>0 3 8>0: V x,x€[0,2p] : |x-%,]1<8; = |f(x)-f(x) |<E;
(...)V xeR 3 keZ, re[0,p) :x=kp+r
Falls x=k,ptr,, y=k,p+r, und |x-yI<p = |ky~k,|=<1, da
Fir k=min{k., ky}: x—ka[ngp}~Hﬁa y-kpe [0, 2p]
Sei: neues &>0 beliebiq},SetZé’&;S und bestimme 9;.
Setze 6=min{&,pﬂj/5ann V %, x%ER, |x:-%x,]<9, k=min{kxl,kxz}§i
x1-k,€[0,2p], x:-k,€[0,2p] und | (x:—kp) = (%,-kp) |=]x:-%,] <8 ?i

|1 (xi=kp) ~£ (x2=kp) [<e 2 £ (x1) ~£ (x2) | <e
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FEigener L&sungsversuch

//81.5.15(759)

//1.)Y a€R 3 das groBte Ganze von a, d.h. I [alEZ mit

// [a]=a<[a]+1l, [a]:=max|[n€Z |n<a]

//81.5.16(761) (Division mit Rest)

// V peZ und neN I eindeutig bestimmte Zahlen g€Z und
// re{0,...,n-1} mit p=ng+r

//S4.4.8(2565)GleichmdBige Stetigkeit//

//Vor:Sei McR oder McC und M kompakt, f:M—C stetig auf M.//
//Beh:f ist gleichmdBig stetig auf M.//

Orientierungskizze

AN BVANEANAN
\J/x‘l*p \/ \/‘kxlﬂd*

Bew:

® S51.5.16:

X =k Yptr %= (K +k) *ptr

xi=k, *ptry

V [0]€Z und peN T eindeutig bestimmte Zahlen k€Z und
te{0,...,p-1} mit [d]=pk+t

e sS1.5.15 = V 6>0, 6eR, 3 [d]eZ: [8]<d<[8]+1, [8]:=max{n€Z |n<d} =

3 s€[0,1), s>0, 08=[0]+s
eee0 (0 ¢ 00) - V 3cR I keZ, peN,
Z.z. ¥V 0 3 0>0 V x,xER, |x1-x,1<80: |£(x1)-£(x,)|<e
(.)f(x+p)=f(x) V x€R = V keZ, f(x+kp)=f(x) V x€R
(..)f auf R stetig = £ auf [kp, (k+1)p] stetig S,

f auf [kp, (k+1)p] gleichmaRig stetig.
V e>0 3 0’>0: V x,,x,"E€[kp, (k+1)p]:
| %" =%, 1<0" 1 [£(x")-f (%) I<E

® 00 : Scix,xER, x=ky ptry €[kx *p, (kx +1)*pl,
x=(k  tk)pt+r, , [ (ki +K)*p, (k, +k+1)*p],
"=k . ptr . €[k, *p, (k. +1)*p]
T flky ptr,, )=f(x")=f (k, +k)p+tr,, )=f(x) =

0=|x,-x:1=] (k, k) p+r,, -k, p-r, I=lkp+t(r, -r, )I=lkp+tr|€R

0" =%’ -x1|=|k,, ptr, -k, p-ry |=lr, -ry |,r=(r, -r, )EI[O,p)
= |X2‘X1|<6 = |X2"X1|<6’

e Ve>0 3 8’>0 V x,x"€ER, %, =x,1<0": [£(x")-f(x1) |=]F (%)
V e>0 3 >0 V x1,xER, |x,-x,1<0: | £(x)-f (%) |<g
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A4.4.18 Geg sei eine stetige Funktion f:(a,b)— R (a,beR, a<b).
Zeige, dass genau dann eine stetige Fortsetzung F:[a,b]— R
von f existiert, wenn f gleichmaRig stetig ist.

# f:(a,b)» R (a,beR, a<b) gleichmdBig stetig &

# F:[a,b]— R stetig mit F|_ ., =f

//S4.4.8(2565) GleichmaRige Stetigkeit von f

//Vor: Sei McK & M kompakt (d.h. abgeschl& beschrankt)

// f:M—>K stetig auf M.

//Aussage: f ist gleichmabig stetig auf M.

//84.4.10(2568) Ist f:I-R gleichmidBig stetig auf I,so ist f stetig auf I
//84.2.2(2304)Sei McR, x,eM’, f:M-R//

// Bem:3.) 3 1N f(x)eR
// V e>0 3 >0 mit | f(x;)-f(x,)|<e V x;,x,EMN -E)J-ﬁ(X()) ./
Los: f:(a,b)—> R gleichmidRig stetig Szzjof:(a,b)—>R stetig

,=" F:[a,b]> R sei stetig mit Fta&”=f S;;g F gleichmaBig stetig

= f gleichméaRig stetig
,=" f:(a,b)> R sei gleichm stetig, d.h.

V ¢>0 34 0>0, so dass V x,y€(a,b) mit |x-y|<0:|f(x)-f(y)|<e =
(*)V €20 3 8>0, VY x,y€(a,atd) mit |£(x)-f(y)l<e 5 3 a:}}aﬂj
f (x)
Genauso zeigt man, dass B=£3g1 (x) existiert
a, X =a
Definiere F:[a,b]m R. F(x)=1fx) x € (&, b) ,
p. x =D
dann ist f stetig = Beh
# (*) (a,atd) % (a,b) ? also ist in (a,a+d) nicht die gleichmaBige
# Stetigkeit erklart?
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A4.4.19
a)Zzeige: Ist die Funktion f auf R stetig und existieren die
Grenzwerte von f flir x—o und x—-o, \so ist £ gleichméaBig
\

stetig auf R. \
\

//S4.4.8(2563)GleichmiBige Stetigkeit//
//Vor:Sei McR oder McC und M kompakt, f:M—)(\J\ stetig auf M.//
//Beh:f ist gleichmdBig stetig auf M.// N
//D4.4.5 (2562)GleichmdBige Stetigkeit// AN
//Sei McR oder McC. f:M—C heiBt gleichmidBig stytig auf M:e //
//V¥e>0 3 8.>0 V zy,z,EM: |21-2,1<8: = |£(z1)—-£(z,) | <&\
Loés:D4.4.5 (2562)V >0 3 6.>0: V x4, x.€R, le—x2|<6g\v\> | £(x1) -£ (%) | <g,

\
\
f A \
|\ \\\

. \
() 1im £ (x) existiert|= V &>0 3 kieR,, V x;,x >ki: I £ (x1) —£ (x2) [ <&

X— 0

7

(. .) lim f(X) eXiStiert‘\:) V 82>O 3 k2€R+, V X1, X2 S_kz: |f(X1)_f (\Xz) |<82

X —> =00 \
(...)f stetig auf R = f\stetig auf [-k, k] SES
. o o _ —
f gleichmalig stetlg'\auf [-ks, ki] s

V e>0 3 0:>0, V X11X2¢[_k21kl]l | x1-%, <05 = |£f(x;)-f(x:) |<es.
Sei €>0 beliebig. Setze & =¢g,=¢;=¢/3, bestimme ki, k,€R,, 6:>0,
setze 0=min{d;, ki, k,} #>0#. Setze x,,x,€ER beliebig mit |x;-x,]<0.
® Falls xi,x€[-ky, k1] oder xi,x,>k; oder x;,x, <-k, folgt aus

(.), (..) bzw (...) |f(x))-f(x,) |<e.
® @ Falls x:<k; und x,>k;:
|x1'k1|+|k1'x2|
>0,dax <k, >0.dax,<k
(x,) - f(k,) |+| fk,) - f(x,) |

<83 <£:
® @0 [alls x<-k,, x:€[-k,, k] # x,>-k, #, analog,
insgesamt gleichmaBig stetig

#1x-%, | = x1+k;—k;—x, | < <b = Ix-ki <0 M 1ki-x, <9,

f
| £(x1) —£(x2) | S' <gst+E,<€
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b) Folgt umgekehrt aus gleichmaBiger Stetigkeit die Existenz der
beiden Grenzwerte.
Anleitung:Betrachte z.B. die periodische Funktion.

Lés:%}@ f(x) bzw lig} f(x) mUssen nicht existieren.

xX—

Betrachte z,B. f(x)=|x-[x]-1/2]

s

f auf R stetig und
| periodisch, d.h. nach
{ 2 A4.4.17 gleichmabig stetig
auf R, also fir neN,

lim £(n)=1/2, 1imf(n+1/2)=0, also 1iM f(x) existiert nicht.

— 00

s

A4.4.20 Gleichmé&Bige Stetigkeit auf geg Defbereich?
R— R
a) f= .
X > sin(x)
//S4.4.8(2565) GleichmédBige Stetigkeit von f
//Vor: Sei McR oder McC und M kompakt, f:M—C stetig auf M.
//Beh:f ist gleichmdBig stetig auf M.

Lés: sin(x) stetig;;zgsin(x) glm stetig auf [0, 4mn]

3 0,>0 |sin(x)-sin(y) |<e V x,y mit |x-y|<0

x,y€[0,4 Jund |x- y|<d

Wahl k€Z: (x'=2km+x & y'=2km+y)€[0, 4n]

A -
sin periodisch

|sin(x)-sin(y) |=|sin(x’)-sin(y’) |<e¢ = sin auf Rglmstetig

0,1) > R
b) gzr )—2
X=X

Loés: g(x) stetig;;zgg(x) glm stetig auf [0,1] =

Ve>0 3 60: V x,ye€[0,1] mit |x-y| gilt stets |g(x)-g(y) |<e =

>0
H—/
gleiche 6

glm Stetigkeit auf [0,1] = glm Stetigkeit auf (0,1)

V x,ye(0,1) & V x,y€[0,1] d.h.

) he O0,H)— R
- x — log(x)
16s: h(x) nicht definiert auf [0,1]....(0=e?)
=
Sei e=log(£i) & >0 beliebig klein 3~ |x—y|:l;6<6,
2 XZEJ,yq? 2
3 Aié 3 — 3
- - 29) - = = =4 = ) >
|h(x)-h(y) [=]log( > 0)-1og (d) |=]1log %5 ) I=11og( > ) | v belivbig klein log ( > ) =€

= h(x) nicht glm stetig.
[a,1]
——

Sfiir O<a<l
ausfiillen, sie kommen aber nicht an den Randpunkt, da sie
immer einen bestimmten echten Mindestabstand zum Nullpunkt
aufweisen, wahrend(0,1) keinen Mindestabstand zu Null besitzt,
aber 0 trotzdem nicht enthalt.

Bem: h(x) glm stetig auf Die [a,1l] ko&énnen (0,1) beliebig genau

A4.4.21 Geg seil ein Intervall IC R und eine Funktion f:I— R.
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Zeige, dass f genau dann gleichmédRig stetig auf I ist, wenn fir
alle Folgen/%ig/le und (y.) ©_, in I mit

—~ /
-7 >;g—yn:’ 0 auch f(x,)-f(x,) - 0 gilt.

Lés: () f:I» R sei gleichmaBig stetig, d.h.
V e>0 3 340, V x,y€I mit |x-y[<d gilt |f(x)-f(y) I<e.

Weiter s%ien (x4) , (va) Folgen in I mit lim (%,=Va) =0
/ n— o Y

Z.z.:£ (%) ~f (ya) = O. 7
/ n— oo .

Sei,e>0 baf. = 3 no(x): |%-ya|<d(=d(e))¢

V fizn,(e) gilt = [£(x,)-f(y.) [<e V n>(e)

Miso gilt Lim|f(x)-f (y.) =0 7

(/{)Nun sei f nicht gleichméaRig stefig, d.h.
3 e>0 V 80 3 x,yET mit |x—y/|/</6: | £(x) -f (y) | >g.
Sei ein solches &>0 geg. = -
3 x,v.€I, V neEN mit [x,-y?{I<1/n und |f (x,)-f(v.) |=g =

%}g (xa—va) =0 aber f(xn)—f(ymIiybo = Widerspruch
A4.4.22
a)Es sei Mc C und f:M—> C. Zeige:

f gleichméaRig stetig auf M = |f| gleichmdBig stetig auf M

b)Bestimme alle Unstetigkeitsstellen der Funktion
i, firx € Q
-i, firx € R\ Q
(Dieses Bsp zeigt, dass die Umkehrung von a) nicht gilt)

f: R>C, f(x)=
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sl / x) fur x € (0,1]

0firx =0 //

a)Untersuche die Funktlon f:(0,1]> R auf gleichmiBige Stetlgkelt

0 /
/ /\ x 1/x -0 fur 1/x=0,5% 1,5; 2,5..
/2 > x=.2"  2/3; 2/5..

s (x) 0 1 =1/2 fur 1/x= 1; 2; 3.
x= 1; %; 1/3..
//D4.4.5 (2562)McR & McC. f:M—C gleichmdBig stetig auf M:< //
//V¥e>0 3 >0 V zy,z,EM: |z1-2,1<8: = |£(z1)-f(z,) |<e

//Bem:f:M— C ist gleichmidBig stetig auf M < Ve>0 F 6=0(g)>0//

// (0 unabhdngig von z€M) mit: V z,eM, V z€MNUs(z,) gilt//

// f(z)€Ue(z0) .//

Ad.4.23 Es seil s(x):=|x—[x]—l/2|, x€R, und f(x)={ /

[n +l] 1

) =s(n)-s (n+1/2) = 10U 2 |- ne 2 -

.. :V : -
L65: ¥ neN: £ (1/n) ~£(— 22 2 272

1/2_021/202?45f nicht gleichmaRig stetig auf (0,1], denn sonst wiirde

zu €=1/2 ein >0 existieren mit:
(*) |£(x)-f(y)|<e=1/2 V1!l x,ye(0,1] mit |x-y|<d.

1 1
Da 1/n- =1/n- 2 __ Z 0 = 3 nEeN: 1/ny-———
n+1/2 2n+1 n@n + 1) n—w n,+1/2
1/2=f(1/ )—f[l]—lf(l/ ) —f ] IHf =1/2 Wid h!!
= No o172 ng n 4172 €= iderspruch!!

1

# V 8>0, (auch beliebig klein) 3 z,=1/n, und 22T v /0"
0

S \
| £(z:1) -£(2z,) |=1/2, also nicht <1/2 =><_ \
VY e>0 3 850 V z,,2,EM: |21-2,1<8 = | f(2%—f (%) |=1/2<4

$ =
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b)Ist f auf (0,1] stetig?

//S4.3.2(2403) Folgenstetigkeit//
// Genau dann ist f=D— K stetig in x,ED, wenn fiir jede Folge//

// (x,) 1n D mit x{ﬂxoauch f(x,) = - f(xy) gilt.//

//S4.3.3 (2403)Rechemre§@ln fiir Stetlgkelt//

//Vor:f,g: M= R Stetlg 1m\£unkt X0EM. //

//Beh:3.)Sind f: D—i% stetlg\ln x9€D und g:D,— K stetig in f(x,)€ D;, so

// ist dle/Hlnterelnamderausfuhrung goO f:D—» K stetig in x,.//
//S4.4.3 (2530)Umkéhrfunktlon/A

//Ist f:I-R streng monoton und stetlg, so besitzt f auf dem

Intervall// //J=f, QI) eine UmkehrfUNﬁtlon f?, welche dort stetig ist und im
selben// //Slﬁne/Wle f streng monoton ist.//

Los:s (x) :=|x-[x]-1/2], ist stetig auf ( Wwie man z.B. mit dem
Folgenkrite#ium nachpriift. N
1/ 1 I 1, = x-x, [x1-[x] 1 1
Xo=|[Xo]= = 1= | %= [Xpn|= = | | £ Xo=|Xo|= — =X+ [, ]+ = 0 Tn+ -— 4=
# | I %0=[%0] 2,4 | [%.] > | | <1 xo=[%0] > ﬁ%L\Z |m:xo EEE:; y_jgﬁ_q =+
| N
AN
# 2 0V x€ER = s(x,) & s(x0) 52?32 s (x) stetig auf R

f(x)=x stetig auf R =%

S4.4.3
1/x ist stetig auf (0,1] (sogar auf R\[0}) S4.;r_?m.)f(x):s(1/x) ist

stetig auf (0,1]

c)Ist £ in x,=0 stetig?

Los:f ist in x,=0 unstetig, denn sonst ware f mit b) stetig auf
kompakter Menge [0, 1] 2’ f glm stetig auf [0,1], insbesondere glm
stetig auf (O,l] = Widerspruch zu (a)

Bem:Mit dem Folgenkriterium sieht man, dass i}g1f(x) nicht existiert.
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