A3.5.1 Berechne den Konvergenzradius der Potenzreihen
a) > nlz
n=,0

//S3.5.4 Vor:Sei(a,) *_,=C, a,#0 Y n>n, (fast alle), I 1lim

n—

an

//

n+1

an

//

// Beh:In $3.5.2 gilt R=1im

n+1

n

//82.3.18(1408) 11.) (1412)Fiir n=2, neN gilt immer e[E] <n!<ne[£) //
e e

| .
Los:a,=n! = |a“ |= n: ! Z 0z R=11m Zn =0 konvergent fir z=0
|an+l| Mm+1! n+1n>0e s53.5.4 n— o a,
1
(oder mit Cauchy Hadamar R=—— =1/0=0, Da nach 82.3.18 11.)
lim “1/an|

n— oo

gilt #1 &

[ee]

%<§“\/nl<\“/ne nj 1# = Sn«/n! ~ 1, also 31 &2
— o n

n— oo n— oo

o0

b) Z nlorc_l;n 0

n=l

A\ \

//82.3.8 (1402)xeR ' x#0 n>-x x,=(1+x/n)* V neEN: (x,) T /

1
9" o, a>0//

//82.3.21(1459)Wichtige Grenzwerte 3.) %}E}

a

.o . logn _ logn_ logn _ lOg n _
Los.an—n > n|an|—nTz —exp(logn > )—exp(Tlog n)=
logn —
exp (( El )?2) 2 exp(0?) o 1.
n n— o n— oo
1og n 52.3.21 3)) 1
~— -
Da El — 0 und exp ist monoton (5$2.3.8) = R=—— =1/1=1
n = lim n1/an|

2000



2 0 _k=a*
c) Z 3nz4n #=§~ Z%_{_Jo:o + 9 * gkl 9 *zk:z+n~O * k=34 :}Al AR S
n=o ag 20 a; as as ay
. {konvergiertabsolut VzeCmit |z- z,/<R
A 1 r - lim nfla
//83.5.2(2001) kZ:; a, (z-24) divergiert VzeCmit |z- z,|>R | Re1/ "% | n|//

o0
1Los:= E azk¥ mit a,=
k=0

1.Mé6glichkeit mit Cauchy Hadamard:

41€/|a4k| = (3%) V/4x=3Y% ynd 4k+1/|a4k+1| :4k+\2/|a4k+2| :4k+\3/

i/la.| hat genau die Haufungswerte 3"‘ und 0 = %_}i_glﬂn/|an|=3”4 =

3*fallsn = 4kmitk € N,
0 sonst )

a4k+3| =0 =

1
I 1

R=— T =—7=3"" h .5.
Tim an| 3174 Cauchy Hadamard S83.5.2

2.Méglichkeit geom. Reihe ////—‘\\\\

Z 3ngdn 22 (324)11 PN 3—1/4
n=9 n=9

konvergiert absolut |3z%|<1l & |z |<37¥4

[e'e]

und div e |z|>3Y¢ 2 Z 3"z hat R=3"'"* abs konv
S3.5.2 s

3.Moglichkeit:mit Substitution w=z‘.Die Potenzreihe Z 3w"
n=

hat nach Cauchy Hadamard KR=1/3, d.h. Z 3"w" konvergiert
n=,0
x© 4n
absolut fiir |w|<1/3 und divergiert fiur |w|>1/3 = Z 3“57
n=o ="
konvergiert absolut fiir |z*|<1/3 d.h. |z|<3** und div fiir

[e'e]

=
|z4|>1/3 d.h. |z|>37** 5375.2 Z 37z%" hat KR 37/*

n=0
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//82.1.3 (1254) (a,), (b,), (c,) Folgen aus R: a,—~a,b,—~b, (n—®) und aE€R//

//3.)a,<c,<b, fiir fast alle n€EN und a=b = ¢, = a, a,— a, b, — b=a//

//83.2.2 (1700)Vor: (z,) 7_,, b.=0, n€Ny.//

//2.) |z, <b,, V n=n, und Z b, konvergent = Z | z,| konvergent//

n=o n=0
n -n
.. e’ +e
Los:a,=——— (=cosh(n))
2
e
. n < Ty el S$2.1.33)
1.Moglk: R/2 =< <zfla.] 7 S T8 =TT flan] = e

;"‘ 2 da n=0,e” " <e” 2 = n— o

- —(n— )

1

1
= R=T— j=1/e
lim y/la,
n— oo
o0 en e
2. Méglk: E —z" = gfla.|= =e = R=1/e? und

o 2 N2

oo -n e-1

e
z" = 3lla|=—= = 1/e = R=e ?
s 2 n} n— oo

s n + -n n -n n
> hat 3 & F° snRrxlje 7, S le
n=9 2 2 2

obige 2 Reihen abs konv fir |z|<l/e

Z %zEZ a,z" konvergiert absolut fiur |z|<l/e.
n=t n=0

Annahme: R>1/e = 3 %EC: l/e<|£|<e so, dass

[ee]

Z anén absolut konvergiert =
n=,0

e"l

o0

en
Z 2 %“abs konvergent, da Z
n=,0 .

n n=0 e

%“ konvergiert,

Ao

n

+
Q

e
a, - >

_e
2

Widerspruch, weil |£ [>1/e... %“ R=1/e hat

-n

S\
(D{[\)‘(Dg ¥

an - >

-n

[e'e) on +
Genauer:Annahme 3 z*€C, |z*|>1/e und >, % (z*)" konv abs
n=0

o0
S?22 Z ané“ konvergiert absolut V | ; |<|z*|, insbesondere
i n =0

~ _ © e-n+e-n -
3 ZEC.l/e<|Z|<e. %#z konv abs
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[ee]

e)Z a7 z" fir a€C(fest)

n=>0

//83.5.4(2004) Vor:Sei (a,)

o0
n =0

an

//

// Beh:In S3.5.2 gilt R=%}§

n+1

0,fallsfq <1
Lés:a=g7 mit a€C fest. gflaf=lal” < {1 fallsl =1 =
o, fallsla > 1
o, fallslg < 1

1
=—— 1 =41/1 =1, fall =1 i .5.
R lim@ / alls|d oder mit S3.5.4

n— o O,falls\# > 1
1.Fall:a=0, R=w, klar, da a,=0 V n
| | | 2 o, fallslg < 1
2.Fall:a#0: |—=|=|-2 H=la| ™t 2 {1 fallsl =1 T
|a +1| |a(“+1> S3.5.4
" 0,fallsfq > 1
o, fallslg < 1
R={1/1 =1,fallsla =1
0, fallsfe > 1
< 1/2
f _ n 27n n
+ 1
- 1/2 . |a-r1 (i/2)2—n :n 1 r1+1
Loés:a,=(-1)" n 27 | |= 1/2)2—n—1|t ;- nl -1 =2n_ E
a'r1+1 n+1 _ 2 2 2
Z R=2 -7
S3.5.4 -
“0. .. @a-n+1) ao-1...a-n+D@-nn+1
*(})’{g,(or ) ( n+1_ o ) ( ) ( ) —(=..)
- n! n+1)! o-n
<~ @2n -
g) —_—Z".
é 2°"2n) !
2 _ 1 2n-1 2 _ l2n-1 .22n+22 + 2 '
Losia= 20D = ) - |22 2) (?ﬂ as
2" (2n)! 41 2°@2n) ! 2n + D
1 2.
a - 5—F
n
on - 1) n + 2 —12 no oo
( n ) 2750 - 1=4@ + ?)n—ﬂle‘z = R=4e™?
2n + 1 ¥—iyr—4 N ‘_T}”£1°_J 53.5.4
e __-
— =
e

(Formeln (1) l/R=%}I;1,n/|an| (2) R:lim| a, , a,#0, n>m)

n— o

a'n+1
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cC, a,#0 VY n>n, (fast alle), 3 lim

n—

an

n+1

//



h) )

log(nt+l)x
n =0
log (n) log () 1
Los: (2) log(n +1)=logh + log +1/ N=q 4 log(l +1/n) ,E)oo 1
n(l+1/n) beschrankt lOg (H)
b) Z (1+3(-1)") "x". Los: (1) 1
n =0
i) ) (1+%+.+1/n Los: (2) 1
n=0
S’ X2n
)
ise @+ DY
0 2n 0 n
LOS:Z =Z Y —p. l/R=llmn|a| R.=+/R,
n =0 an n=0 an .
2n n
343=437... 0 =2 <0
n =0 an n =0 an
(1) 1/rR=1imgfa 7, R=JR,
k) ) (3-7745-2206) 20
n=0
l)Z (-1/2)nn22n
n=0
m) Z kxkt
k=l
k-1, - - ot
Losung: Y < x5, lagl=k+1, &k+1 = 1 = R—1 i |—l/l 1
a — o0 m4/| a,
k—
0 2]( .
n) Z 7}; .

k=0 .
) _ 2 T
Losung: &[/|—| = 0 = lim «/|q
g X il Faellt s la, |

o0
) D ax®, axua=0,
k=0

2// / _
Loésung: M:{ 2k =2leN

a2/=21 far £€N .

0,k =21-1,l€ N’

1
V2

2004

=0 = R=+00,

21/21 \/_ = hm t a,

d.h konvergent auf R.

= lim 251 = }LIB Jz=42 =

\/7 [—



) Dk x
k=
//82.1.3(1255)
// Vor:Seien (a.), (b,), (c.) Folgen aus R mit a, - a, b, ~ b, 0a€R

n— oo n— oo

//Beh: 3.)a,<c,<b, fiir fast alle néN und a=b = c, ~ a, a, -« a, b, — b=a//

1
Losung: ay=+/k , 1<{la, |, 1=4/a, _v k <v— - l 3?1 k“|ak|k:) 1 = R= 11m"| | -1
monoton -
kA»oo
o) 2k
) Y (1=
kzzl' 2K)!
Looung: § (1 I (2?' k=20le N
. <~ (2k)' paet k ’ k= ( )

0,k =2/-1leN

' 1
D’ , -
1lim fla, |=lm ;5 ¢ =lim , =0, da 2/l = o0 = R= =+ 00
k= o 1= 2N o 21 1 T e lim%
{xenn ( ! lim4fja, |

A3.5.2 Es sei eine Potenzreihe Z (z=20)* gegeben mit a,#0 V k >k,

Beweise: Falls die Folge | |] bestimmt divergiert, so ist
k =k,

|2

der Konvergenzradius der Reihe gleich .

2 2~ ©: VY k€eR. 3 NeR. V k>N >k also |aw1l<l/klaxl =

k— oo

Bew:

a‘k+1

a'k+l

[axl <(1/K) ¥ % lay, | <(1/K) ke (c=lax, 1k%), yfla] <1/kyc,
lim gfla] <1/k ¥ k€R. = limyfa]=0 = R—w
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