
A3.2.21 Untersuche folgende Reihen auf Konvergenz und bestimme   
   ggf den Wert der Reihen 

a)





0  



  



 

1

2 

//(900)Idenditäten://

//9.)



m

n

1

1




m

n

2

2

a=



m

n

2

2




m

n

1

1

a , 


n

1 






1

a=



1

n

 


n

 a  //

//S1.7.4 (906) 6.) a,b,z C   nN0:(a+b)n =
k

n




0

 kn akbn-k=
k

n




0

 kn bn-kak,//

// (1+z)n=
k

n




0

 kn zk, a=b=1  2n=



0

n

 

n ,//

//   00=1,a=-1,b=1  



0

n

 

n (-1) =(1-1)n=0n nN0

Lös: 





0  



  



 

1

2 


.)9nIdentitäte








0 






0

 



 

1

2 
=





0

1
2








0

 



 









2

1 1- 
.)64.7.1S

   

     





0

1
2

(1/2+1)=





0

(
2*2

3
)=

     





0

(3/4)= 
1

1 3 4 /
=4 (insbesondere konvergiert diese Reihe) 

    



0

n

 


n

 



 

1

2 


.)9nIdentitäte






0

n








0

 



 

1

2 







0 






0

 



 

1

2 
=4=:M  nN0    

    
9.2.3ensDoppelreih

  





0  



  



 

1

2 
 konvergiert und =






0 






0

 



 2

1
=4

b) 
n




2 m




2

1

mn

Lös:
m




2 n




2

1

mn
=
m




2



0n
2nm

1

=
m




2

1
2m n




0

1

mn


 geom R

m

1
1 2 1/

   
m




2

1
2m

1
1 1 m

= 

    =
m




2 mm 2

1
=
m




2

1
1m m( )
=
m




2

(
1
1m 
-1/m)=lim

M 
m

M




2

(
1
1m 
-
1
m
) 

Teleskops
     

    
M

lim (
12

1


-1/M)=1  

n

k




2 m

k




2

1
mn


.)9nIdentitäte



m

k




2 n

k




2

1
mn


m

k




2 n




2

1
mn



        
m




2 n




2

1
mn

=1 
Doppelreihens

n




2 m




2

1

mn
 konvergiert und =1
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A3.2.22 Beweise für x C,|x|<1 und kN0:  

1

1  x k =
n




0

n k

n

 








1
xn.

//D1.7.1 (905)nN0, C 2.)…  0
 =1//

//S1.7.4 (906) C   n,m,kN0, jN: 1.)  n
 +  n1

 =  n


1
1 //

Bew:Induktion nach k

    k=0    :
 

1

1 0
 x

=1/1=1+0=  
.)21.7.1

1
0

D



x0+
n 




1

 n
n nx 1

0

0
 

=
n




0








 

n

n 10
xn.

           beachte:  10 =(-1)0=1,   n
n  1 =0, da n-1<n und n-1N0 für n1

    kk+1:
 

1

1 1


x k = 
 

1

1  x k 
1|x|iheRegeom

x1
1



 
IndHyp

 (
n




0

 n
n k

an

  1

 xn)(
n




0

1
bn
xn)

           
13.2.3S



n




0
(




0

n

abn-)xn=
n




0


 


0

n

 

 k 1

xn

*  

n




0

 n
n k xn 

           Zu*:Durch Induktion zeigt man:

           Es gilt 
 


0

n

 

  =  n
n  1    C,  nN0.

           Bew durch Induktion nach n

           n=0:   
 


0

n

 

  =  0
 =1=  0

1 

           nn+1:





0

1n

 

  =
 

  



 












 

0

1

n

IndHyp
n

n

   +  1n
1n





.)14.7.1S

  n
n



 

1
2

    k  l   0    1      2      3   
    
    0    a0b0x0 a0b1x1 a0b2x2  a0b3x3..…

    1    a1b0x1 a0b1x1 a0b2x2  a0b3x3..… 

    2    a2b0x2 a2b1x3 a2b2x4  a2b3x5..…

    3    a3b0x3 a3b1x4 a3b2x5  a3b3x6..…
    …

A3.2.23 Gib ein einfaches Bsp einer konvergenten Reihe 
k 




0

ak, für welche 

   die Reihen 
k 




0

a2k und 
k 




0

a2k+1 beide divergieren. 

   Vergleiche dies mit obigem S3.2.11.
Lös: Harmonische Reihe

A3.2.24 Es sei zC,|z|=1,z1. Beweise, daß die Reihe 
z

k

k

k 



 10

 

   konvergiert. Hinweis:Zeige, daß sn:=
k




0

zk=O(1) ist, 
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A3.2.25

a)Zeige mit dem Großen Umordnungssatz: Ist 
k p




j p

k



 |akj|<, so 

   gilt:
k p




j p

k



 akj=
j p




k j



 akj.

b)Zeige  xC mit |x|<1 die Gleichung 
k




1

kxk=
x
x( )²1 

.    

   Hinweis:k=
j

k




1^^

1.

A3.2.26 Welche der folgenden Doppelreihen sind konvergent?

a)
m n, 




1

1

m n³ ³

(900)Idenditäten: 9.) 


n

1 






1

a=



1

n

 


n

 a  

//S3.2.9(1759) Vor:ajkC für j,k N0.  MR mit 
j

n




0 k

n




0

|ajk|M  nN0.//

//Beh:1.)
j




0 k




0

|ajk|=
k




0 j




0

|ajk|=:AR.//

//    2.)Ordnet man alle ajk, j,kN0, in einer Folge (b) 

0  an, so 

gilt// //       
l




0

|b|=A und 


0

b=
j




0 k




0

ajk=
k




0 j




0

ajk.//

//      Speziell gilt 
n




0 k

n




0

an-k,k=limn 
j

n




0 k

n




0

aj,k= 


0l

b.//

Lös:Ausführungen verstehe ich nicht!

   
m

k




1 n

m




1

33

1

nm 


m

k




1

1
1

/ ³m
n

m

mSn




  

=
m

k




1

1/m² absolut konvergent (k)

  Summenreihenfolge vertauschen 

   
m

k




1 n

m




1

1

1
m n

m
³ ³
/ ³



  # 

.)9nIdenditäte

 


k

n 1



k

nm

1

1
m n

m
³ ³
/ ³



  # 




k n 




1



nm


vertauschtnm
nm

,
³³

1

 =
m 




1



mn
3

nm

1
3 

   absolut konv 

    
m 




1

(
n

m




1

33

1

nm 
+ 



 1mn
33

1

nm 
)

1

11 m nnm

abs konv umord mögl

³ ³








  

=
m n, 




1

1

m n³ ³
 konvergent

b)
m n, 




1

1

m n² ²

Lös:
m

k




1 n

m




1

1

m n² ²
>

  
²m²n

k

1m

m

1n

²)m2/(1



 

  =
m

k




1 2

1
m

2

1

m
=


divergent

k

m

m
1

/12/1

   
m 




1 n 




1

1

m n² ²
>

m

k




1 n

m




1

1

m n² ²
   divergent  

m n, 




1

1

m n² ²
 divergent
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A3.2.27 Beweise

a)Wenn 


1n

2
na  konvergiert, dann ist 



1n
n

an  für jedes >1/2 absolut 

  konvergent. Gilt die Aussage auch noch für =1/2? 
  (Beweis oder Gegenbeispiel) 

//S1.9.3 (1150)Vor: nN0,ak,bkC, 1kn dann//

//Beh:|
k

n




1

akbk|2(
k

n




1

|ak|2)(



1

n

|b|2) auch |
k

n




1

akbk| 


n

1k

2

ka 




n

1

2
b //

//S3.2.4(1714) Vor:(an) R, an    Beh:
n




0

an<  
n




0

2na 2n <//

//Bsp:1.)
n




2

1

0

n n
monoton fallend

(log )



  
<  >1//

Bew:Im reellen 


1n

a 2
n  konvergent  3.9.1S

  


1n
n

an   









1n 1n
2

2
n n

1
a < für 2>1,

    d.h. >1/2  


1n
n

an  ist absolut konvergent. 

    Für =1/2 wird die Beh falsch, setze z.B. an= )n(logn

1
  

    


1n

a 2
n =



1n
2)n(logn

1
 konvergiert mit einem  

4.2.3S

 
!

( 1/2,1] oder 

    


1n 2

1
n

n

a
=



1n )(log

1

nn
 divergiert.

b)Wenn 


1n

an absolut konvergiert, dann sind auch die Reihen 

  


1n

|aa| 1nn 
 und im Fall |an|+|an+1|>0 ?  nN auch 

  


1n |a||a|

aa

1nn

1nn






 absolut konvergent.

Bew:


1n

|an|<  


1n

|aa| 1nn 

3.9.1S

 








 1n
1na| |||

1n
na < und

   


1n 1nn

1nn

aa

aa






=



1n |a||a|

|a|

1nn

n

 |a||a|

|a|

1nn

1n







3.9.1S



    






 



 1n 1n 1nn

2
1n

1nn

2
n

|a||a|

a

|a||a|

a
  











1n 1n
1nn |a||a| <
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A3.2.28 Gegeben seien Folgen positiver reeller Zahlen (an) n


1 und 

   (bn) n


1. 

    Beweise: Wenn lim
n 

(bn
1n

n

a

a



-bn+1)>0 ist, dann konvergiert 


1n

an.

//S1.7.1(901)  mnN und Koeffizienten akC, mkn. 

 //
k m n m

n

 


,

(ak-ak+1)=(am-am+1)+(am+1-am+2)+(am+2-am+3)+...(an-an+1)

 //            = am-an+1   heißt Teleskopsumme
//   ak:=ak-ak+1 die erste Differenz bei ak.

Bew: n0 mit bn
1n

n

a

a



-bn+1c/2>0  nn0  bnan-bn+1an+1
2
c
an+1>0  

    (bnan)


 0nn  ist monoton fallend und beschränkt (durch 
0n

a
0n

b  bzw 0) 

     lim
n 

 bnan= 
1.7.1S

 


1n

(anbn-an+1bn+1)=a1b1-, insbesondere konvergent. 

    Wegen an+1
c
2
(anbn-an+1bn+1) ist 

    


1n

an+1 und  # an+


1n

an+1 # = 


1n

an konvergent nach Majorantenkriterium.
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A3.2.29 Betrachte die Funktion f:[0,) R, f(x)=


0n

 x
n

a)Zeige, dass die unendliche Reihe, durch die f definiert wird,
   x1 absolut konvergiert und  x0 konvergiert.

//S3.2.2 (1700)Vor:(zn) n


0 , bn0, nN0.//

//2.) |zn|bn,  nn0 und 
n




0

bn konvergent  
n




0

|zn| konvergent//

//S3.1.4(1605) Vor:(an) R,an  0(n).

// Beh:
n




0

(-1)nan=a0-a1+a2-a3+-... ist konvergent.//

Bew:Für x[k-1,k), kZ gilt  x
n =

!n
|)1nx)...(1x(x| 
=

    

!

|1|...||)1)...(1(

n

nxkxkxxx

Faktorenk

xx





  




!n

|x|x
1n

k

k






=

!n

)x(x
1n

k

k





 
1kx 



    
!n
xk






1n

k

(+1-k)=
!n
xk

(n-k)!=
)1kn)...(1n(n

xk


=

    
kn
1

)
1

1)...(/11(
n

k
n

x k





kn
c
 mit c>0

   x1       k2 
.)22.2.3S

 


0n

 x
n   absolut konvergent. 

   x[0,1)  k=1 und  x
n  eine Nullfolge. Außerdem ist für x[0,1) die 

              Folge (  x
n (-1)n-1) n



1 Positiv (bzw 0) und monoton fallend:

              (-1)n-1  x
n =

!n
)1nx)...(1x(x 
(-1)n-1= 

              
!n

)x1n)...(x2)(x1(x 
0 

4.1.3S



              


0n

 x
n  ist konvergent (nicht absolut konvergent).
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b)Beweise, dass für x,yR gilt:  yx
n
 =



n

0k

 x
k   y

kn   bzw 

  (x+y)(x+y-1)...(x+y-n+1)=


n

0k

 n
k x(x-1)...(x-k+1)y(y-1)…(y-n+k+1).

//S1.7.4(906) Für C und n,m,kN0 j N gilt//

//2.)  mn = 
0 falls n m

n
m n m

falls n m













!
!( )!

, //

//3.)  mn =  n
mn 


.)2


)!()!(

!
nmnmn

n


=
)!mn(!m

!n



.)2

  mn  falls nm// 

Bew:Zunächst Nachweis, dass die beiden Gleichungen sich entsprechen

 yx
n
 =

!

))1()...(1(

n

kyxyxx 
 

   (x+y)(x+y-1)...(x+y-n+1) 
4.7.1S

 


n

0k

)(*...*2*1

)1()...(1(

!

))1()...(1(*...*2*1

kn

knyyy

k

kxxxn




=

    


n

0k )(*...*2*1

)1()...(1(

!

))1()...(1(*)1))...(1((*...*2*1

kn

knyyy

k

kxxxnnknk



 
4.7.1S



    


n

0k

 n
k x(x-1)...(x-k+1)y(y-1)…(y-n+k+1)=

    


n

0k )(*...*2*1

))1()...(1())1()...(1(*)1))...(1((

kn

knyyykxxxnnkn




=
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 z.z.  yx
n
 =



n

0k

 x
k   y

kn   für x,yR bzw (*)




1n

0

(x+y-)=

                                            


n

0k

 kn 




1k

0

(x-) 




1kn

0

(y-) 

    Bew durch Induktion nach n

    n=0:    
1

0
yx

=


0

0k

 x
k  y

k0 =  
1

0
x  

1

00
y
   o.k.

    nn+1:Für ein nN gelte (*), dann gilt:

          


n

0

(x+y-)=


n

0k

 kn 




1k

0

(x-) 




1kn

0

(y-)*(x-k+y-n+k)=

         =


n

0k

 kn 




1k

0

(x-) 




1kn

0

(y-)*[(x-k)+(y-n+k)]=

      =


n

0k

 kn 




1k

0

(x-) 




1kn

0

(y-)*(x-k)+


n

0k

 kn 




1k

0

(x-) 




1kn

0

(y-)*(y-n+k)=

          


n

0k

 kn 


k

0

(x-) 




1kn

0

(y-)+


n

0k

 kn 




1k

0

(x-)




kn

0

(y-)


kjSumme.2

1kjSumme.1







          




1n

1j

 n
1j 





1j

0

(x-)




jn

0

(y-)+


n

0j

 n
j 





1j

0

(x-)




jn

0

(y-)=

          


n

1j

(  n
1j +  n

j )




1j

0

(x-)




jn

0

(y-)+

           
1

0
n


1

10

0

)(







x





0

0

n



(y-)+  

1

11
n
n  





11

0

n



(x-)


1

)1(

0

)(





nn

y


 =

          


n

1j

(  n
1j +  n

j )




1j

0

(x-)




jn

0

(y-)+


n

0

(x-)+


n

0

(y-) 
2.5.1,4.7.1 DS



          


n

j 1

 1nj 




1j

0

(x-)




jn

0

(y-)+

           
1

1
0



n


1

10

0

)(







 


x






101

0

n



(y-)+  
1

1
1





n
n 





11

0

n



(x-)

1

)1(

0

)(







 
nn

y


 =

          




1n

0j

 1n
j
 





1j

0

(x-)




jn

0

(y-) wie gewünscht :






1n

0

(x+y-)=


n

0k

 kn 




1k

0

(x-) 




1kn

0

(y-) 
1


nn




n

0

(x+y-)=




1

0

n

k

 1nk 




1k

0

(x-)




kn

0

(y-)

//S1.7.4(906) Für C und n,m,kN0 j N gilt//
//1.)  n

 +  n1
 =  n



1
1  #oder  

1n +  
n =  1

n #//
//D1.5.2 (709)//
//In einem Körper K seien Elemente a,a1,a2,....anK für ein n N // 
//eindeutig gegeben. Dann definieren wir//

//     


n

mk
ka := 
























1n

mk
nk

m

n1mfalls,a*a

mnfalls,a

mnfalls,1

//
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c)Beweise, dass für x,y[1,) gilt: f(x+y)=f(x)*f(y) (aus a)f(x)=


0n

 x
n )

//b)Beweise, dass für x,yR gilt:  yx
n
 =



n

0k

 x
k   y

kn  //

//S3.2.12(1782)Vor:Seien (zn),(wn) C und 


0n

|zn|<,  


0n

|wn|<.//

//   2.)
n




0

(
j

n




0

zjwn-j)=limn 
(
j

n




0

zj)(
k

n




0

wk)=(
j




0

zj)(
k




0

wk).//

Bew:Für x,y1 gilt (beachte abs Konvergenz) 

    f(x+y)=


0n

 yx
n
 

)b




0n



n

k 0

 x
k  y

kn 


.)212.2.3S

 


0k

 x
k 



0n

 y
k =f(x)f(y)

d)Bestimme (.)f(n), (..)f(n+
2
1
) für nN. (f(x)=



0n

 x
n )

Lös:(.)f(n)=2n  nN. Bew durch Induktion nach n

      n=1:   f(1)=


0k

 1
k =  

1

1
o +  

1

1
1 +  

0

1
2 ….=21=2n. 

      nn+1:Für ein nN gelte f(n)=2n. Dann folgt 

            f(n+1) 
)c

f(n)f(1)=2n*2=2n+1.

  (..)f(n+
2
1
)=2n 2

      Bew durch Induktion nach n

      n=1:   f((3/2))2=f(

3

2

3

2

3



 ) 
(.)

23=8  f(3/2)= 8 =2 2

             NR:f(3/2)=f(
4
3
+
4
3
)=f((3/4))2 und 

                 f(3/2)*


0

2

)1(



f
=
2

)
2
5
(f

 
)c



2

))
2

5
((

0

2

 

f 0  f(3/2)=+2 12

      nn+1:Für nN gelte f(n+
2
1
)=2n 2  f(n+1+

2
1
) 

)c

f(n+
2
1
)f(1)=

             2n 2*2=2n+1 2
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