A3.2.21 Untersuche folgende Reihen auf Konvergenz und bestimme
ggf den Wert der Reihen

25 X5k

//(900)Idend1taten'//

//9 ) Z Z Avu= Z Z Avu s i' i_' av,uzi_' i' Avu //

v =m w=m, vam 1 u= u=l  v=u

//81.7.4 (906) 6.)V a,b,z€ C ' n€N,: (a+b)” =3 () a'pr*=>" (1) b a*, //
k=0 ks
// (14z)"=3] () 25, a=b=1 = 2°=) (2) ,//
k=0 v=0

//  0°=1,a=-1,b=1 = > () (-1)"=(1-1)"=0" néEN,

v=0
, S (o 1 AR TPV A T U —
Los: é ( V) 2v+u Id(,ntztatcn 9.) Z:O' \/Z:O' 2V+M l%' Z_M é (V )[5] L S1.7.46.
1 S 3
o (1/2+1)" g (535"

w
~
N

)= ]

4=4 (insbesondere konvergiert diese Reihe) =

b iy ngzMs

o w 1
V 2V+M IdentttatenQ) Z Z SZ 2 (U) =4=:M v nENO

u=v 2\""M w—o = v 2v+u
© oo . o w ) 1
Doppelrezem_z_g Z:o' MZ' () >V konvergiert und =§ Z:O' (f,)sz =4
v = v
\ X 1
o) 3 —
n=2 m= m
Lo v 1o I o 1o 1 5 e L _
Los.g DZ:; " _é HZ:; 2 _Té’ m2 I%' m" geomR <1/2<1 2_21 m? -
= S 1 _ S _ S I _1lim 1 1 =
m= mz -m ré' m(m = l) é (m -1 l/m) M= o m— (m - 1 m TeleZkops
l' 1 X s 1 — k k 1 k )
RIS D SIS 3 IR )
2 i' Lo = S S ! konvergiert und =1
i mn Doppelreihens - - mn
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n+k-1

1

A3.2.22 Beweise fiir x€C, |x|<l und k€No: 7 )k=2
- X

n=0

//D1.7.1 (905)n€N,, aeC 2.).. () =1//
//81.7.4 (906) aeC ' n,m,k€N,, jEN: 1.)(=) +(=z.,)=C=x}) //
Bew:Induktion nach k

n-1 n
_1 n )X - n+0-1
k=0 7=1/1=1+0= G, — =) ]x
(1- % D1.7.12) T = n
beachte: (3')=(-1)°%=1, (:*l) =0, da n-1<n und n-1€N, fiir n>1
1
l l o e (n+k 1 L 1
kb k+1: = - x™)
(1 - X)k ! (1 - X)k L,—X/ IngHyp (Z > Z_'/’gn
geom Re ihe |x|<1 n=0 n / _9
jr— vk - 1 \"": n +k
s Z Z aVan 22 [Z ( )/ * /Z ( )
$3.2.13 n=0 v=0 n=0 v=0 / /
Zu*:Durch Indukglon zeligt man;// ///
n / vz s
Es gilt ) (¢rF)=Caroe) Y,(xe Cs V¥ neN,.
v=0 / / 7
Bew durch Induktion nach/n ///
n / / 7
e
n=0: Y () =()L1=Cs)
v
v =0 / / s
/ 4 7
/
n+l // ///Z{ ( $+V) _
nbntl: ) (gAY Ei +(orner) = (grpe?)
s ,do T §1.7.41.)
|o = (gener)
. IndHyp
k 1 0 1 2 3
0 aoboxo aoblxl a0b2X2 a0b3X3. .
/v
1 abex' agbix' ab,x?  agbsx®. ...
/'
2 a2boX2 azblx azb2X4 agb3X5. .
3 a3b0X3 a3b1X4 a3b2X5 a3b3X6. .

A3.2.23 Gib ein einfaches Bsp einer konvergenten Reihe Z: ay, fir welche
k=0

die Reihen Z a,x und Z ass1 beide divergieren.
k=0 k=0
Vergleiche dies mit obigem S3.2.11.
Los: Harmonische Reihe

k

A3.2.24 Es sei zeC, |z|=1,z#1. Beweise, daB die Reihe Z:k .
+
k=0

konvergiert. Hinweis:Zeige, daB snr=2§ z.=0(1) 1ist,
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A3.2.25

0 k
a)Zeige mit dem GroBen Umordnungssatz: Ist 25 ‘Z' |ax; | <0, so

k=p Jj=p
0 k 0 0
gilt: ) Y aw=) 2
k=p Jj=p j=p k=]

b) Zeige V x€C mit |x|<1 die Gleichung Z: kxk=

k=1

€- %2
k
Hinweis: k= 25 1.

j=177
A3.2.26 Welche der folgenden Doppelreihen sind konvergent?
\ 1

a) 3 3
m,n =1 m + n

(900) Idenditéiten: Z Z N S0 S
=1 u=l u=l  v=u
//83.2.9(1759) Vor:a,&C fiir §,k€N,. T MER mit D, 3 laul<M V neN,.//

=0 k=0
//Beh:1. )Z Z ENE Z Z |as | =:A€R. //

Jj=0 k=0
// 2.)Ordnet man alle ayx, j,k€N,, in einer Folge (bs) 7—, an, so
gilt// // Z | b/ =A und Z b3 Z ajk—Z Z ase.//
1=0 Jj=0 k=0
// Speziell gllt Z Z an_k,k=%i-§}z Z aj,k=2 b/.//
n=o k=0 9J=0 k=0 01 =0

Los:Ausfihrungen verstehe ich nicht!

k k
1/ m?
SZ nZ_l / =Z 1/m? absolut konvergent (k—o)
m =1 n=1 m +n m=1 %—J m=1

mS,

Summenreihenfolge vertauschen
1 & k 1

k m 0

55 waat 53 vt 25
%r—’ Idendztaten 9.)

m =1 n=1 SL/m3 n= m=n ﬁ/m3 =1

absolut konv

0 m o x \ l O
= Z (Z 31 T+ Z ;)222m3+n3=2 _r konvergent

3 3
m=1 n=1 m +n n=m+1 M +n m,n=1 m3 + n3

1

S owew =Y 3 —

"= monvertauscht m=1 °T¢ M+ n

b) 2 1

mn=1 11 + n?

k m .
vy 1 Y Ni/em) oy 11 125 1m
hos mzzvl HZ:; m2 + n2>m:1 n=1 _mzzvl Em?_ ~
o=t divergent
0 0 1 k m 1 | B l |
Z:‘l Z:‘l m>§1 Z:‘l — = divergent = m{l PR divergent
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A3.2.27 Beweise

o0 o0 a
a)Wenn ) a’ konvergiert, dann ist Y — fir jedes a>1/2 absolut

n=1 n =1 n
konvergent. Gilt die Aussage auch noch fiir a=1/27?
(Beweils oder Gegenbeispiel)

//81.9.3 (1150)Vor: n€EN,,a,,by€C, 1<k<n dann//

//Beh:| > abi?< (> ladl?) (Y 1bv?) auch | Y] akbk|st |’ \/Z b
k=l k=l v=l k=l k=1

//83.2.4(1714) Vor: (a,) <R, an\Beh:Z a,<o < Z 2"a ,n <0/ /

n=0 n=0

o0 o0 l .
< /Z a’ n7<oo fir 2a>1,
n=1 n=1

. 1
//Bsp:l.)Z n(log n* <o < o>1//

— \—W—J
n=2 monoton fallend — 0

0

Bew:Im reellen ) a? konvergent 57239 >

n=1 9.3 n=1
o0 a .
d.h. a>1/2 = 3 — ist absolut konvergent.
n =1 n
) ) 1
Fur o=1/2 wird die Beh falsch, setze z.B. an= - 3
\/E(log n)
i' a2=2' L konvergiert mit einem f < (1/2,1] oder
27 2 n(logn)® 5324 1
§ H-F — 1 divergiert
1 = ——— divergiert.
n =1 ng n =1 n(logn) g

b)Wenn Z a, absolut konvergiert, dann sind auch die Reihen

n =1

VB

| a,a,,, | und im Fall |a,|l+|a,:/>0 ? V neEN auch
n =1
c anan+1
Z ———— absolut konvergent.
am LA, [ Hla, |
0 0
Bew:Z la,| <0 = Z VI aa. ., Z|a |Z|an+1|<oo und
n =1
°° n n+1 Z | an ‘ ‘ a'n+l ‘ <
n:1 |a|+|an+1| \/\a|+|an+l\\/\a\+\am\S193

% az_ 0 0
+1
) : </Xia | Xla, I<o
1 ‘+‘a n=l1 n=l

Cleala T+ la, |
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A3.2.28 Gegeben seien Folgen positiver reeller Zahlen (a,) [_, und
(bn) »_, -
Beweise: Wenn 1il (b, —>—-b_,,)>0 ist, dann konvergiert 3 a,.
n— o an+l n =1

//81.7.1(901) m=<n€eN und Koeffizienten a,€C, m<k=<n.

/7> (ar—ara) =(an=ana) + (@ni=anz) + (Emo=anis) o o o (@n=ani1)

k =m,n=m
// = ap-a,; heiBt Teleskopsumme
// A ax:=ax—ax.; die erste Differenz bei aj.

n

Bew:d n, mit b, -bp1=c/2>0 V n=n, = bnan—bmlanﬂzgampo =

n+l

(bna,) o ist monoton fallend und beschrankt (durch a, bno bzw 0) =

=n,

. 2 ke .
| %}{}} bnan=0t§],a71 Y (a.b.—a..b.i)=a,b;-a, insbesondere konvergent.

n =1

2 .
Wegen an<— (aspy—annbn) ist
(@

Y a,, und # a,+) a.. # = Y a, konvergent nach Majorantenkriterium.

n =1 n=1 n=1
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A3.2.29 Betrachte die Funktion f:[0,0)— R, f(x)=) (=)
n =0

a)Zeige, dass die unendliche Reihe, durch die f definiert wird,
V x>1 absolut konvergiert und V x>0 konvergiert.

//83.2.2 (1700)Vor: (z.,) *_,, b.>0, neN,.//

//2.) |z, <b,, V n=>n, und Z b, konvergent = Z | z,| konvergent//

n=0 n=0

//83.1.4(1605) Vor: (a,) €R,a, 0 (n—w) .

// Beh:Z (-1)"a,=aps—a;+a,—as+-... 1st konvergent.//
n=90
X(x=1)...x-n+1)|

Bew:Fiir x€[k-1,%k), ke€Z gilt [(=)] _| 1 =
n.

k Faktoren

n-1 n-1

e <x <ﬂ |x-v\=xq10/-x) §

x(x-1D..(x-k+D)|x-k|...]x-n+1| = _v= vk x2k- 1
n! n! n!
=X x* x"
= J] w+1-kv) == (n-k)!= =
n! n! nn-1)...0m- k+1)
xk

: k-1.<— mit c>0

nk (1- l/n)...(l— ) - nk
x>1 = k>2 == ¥ (=) absolut konvergent.
S$3.2.2 2)

n =0

x€[0,1) = k=1 und (jj) eine Nullfolge. AuBerdem ist fir xe€[0,1) die
Folge ((jj)(—l)”i): Positiv (bzw 0) und monoton fallend:

(=1)71 (i):X(X- )...(x- n+l)(_1)n_1:

n!
x(1-xC2-%x...0-1- X)ZO

—
n! S53.1.4

=1

25 (jj) ist konvergent (nicht absolut konvergent).

n =0
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b) Beweise, dass fiur x,yeR gilt:(i*y)=az (=) (v_.) bzw
] /// | k=0
(x+y) (x+y-1) ... (x+y—n+1)=2/(§ )x [x-1) ... (x~k+1) y (y=1) .. (y-n+k+1) .
I A =0 |
I s
/ l

//81 I7 4(906) Fir aEC ﬁnd n,m kGNOIJEN gilt//

| Ofalls’n <m /
le =)
//2')‘(m)_ 4L ,fallsn >m// II
| me- M! /
n’ I nl J—
//3. )| n)’ (,,_m - = (=) falls n=m//

2)("' )Kn+nliﬂ' m@n - m!2.)
Bew: %unachst Nachweis, dass die belden Gleichungen sich entsprechen
(X4§4=X(X+y-1) (x+y-(k-1) /
o n! /
!

| n

(xHy) (x+y-1) ... (x+ty-n+1) Z
S1.7.4

k =0

1*2* . n*x(x-D..x-(k-D) y(y-D..(y-(n-k-1) _

N

k! 1*¥2% _ *(n- k)
i- 1*2*  k*(n- (k-1)..(n-Dn*x(x-D...(x-(k-D) y(y-D..(y-(n-k-1) —
“~ k! 1%2% % (n- k) S17.4
Y (2)x(x-1)...(x-k+1)y(y-1)..(y-n+k+1) =

k =0

Z“: (n-(k-1D)...(n-Dn*x(x-D...(x- (k- 1D)y(y-D...(y- (n- k-1) _
1*¥2* . *(n- k)
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z.z.(j*y)=i‘ (fj) (ﬁ_k) fiur x,yER bzw (*)H (x+y-V) =
— v =0
n k-1 n-k-1
S O] =v [ w-w
k =0 v =0 u =0

Bew durch Induktion nach n

n=0: (i;:,y)=zo' (fj)(g_k):&éc)&)y;o) o.k.

n—n+l:Fir ein nEN gelte (*), dann gilt:

n n k-1 n-k-1
[T xty-v=) ) TT (v-w * (x-k+y-n+k) =
v =0 k =0 v =0 u =0
n k-1 n-k-1
=) () (x=v) [T (v-w *[(x-k)+(y-n+k) 1=
k=0 v =0 w =0
n k-1 n-k-1 n-k-1

= (E)H (x-V) H (y-w) * (x- k+2 (2 )H H (y-w) * (y-n+k) =

k =0 v =0 u =0 u =0
n k n-k-1 n-k =
> (D] =v [T v-w +Z () H (x=V) (Y—W) 1.5umme 5=k+1
k =0 v=0 w =0 v=0 w=0 2 .Summe j=k
ntl j-1 n-j j-1 n-j
DD =] wvw+Y GO e [l (v-w
j=1 SO ve0 w=0 =0 v =0 w=0
n \\\ il _ -7
D (o )R 4 (x-w) (y=-u) +
j=1 /,// \\V:O w=0
-7 01 .o ( ) et n- (n+1)
7 X-V)q 7 T - u
&9) VZO( )H (y_u)_|_ n+1-1 (X V) ]l:.[(y [} )_
1 %{—/ u=0 v =0 !
1
S ()G T el : =
n n — /_ —_ —_ -
2 (V5.1 )+ 45 )\1:! (x-V) 11 (/Y M)+V1:[O (x VH’Q (y=w) S1.7.4.D1.5.2
n ( ) j-1 n-j /
Z_' 7 H (x-V) ) (y—u)+//
Jj=l v=0 =0
] 1- 0- 1 1- 1 g ey
n+1 - nn+l- O- /( 2+1 n+ -
G T1e-m "1 (,H]) T v 1:!()/ ) _
= =0 ) w=0 / v =0 %/—M
= =
n+1l j-1 n-j /
Z (=) (x-V) H (yru) wie gewiinscht
§=0 v=0 w0 ]
n-1 n k-1 n—k—ll n n+l
H (xty-v)= () (x-V) H/ (y—w) = H (x+y-Vv) Z (n+1) H
V=0 X =0 v =0 ne nontl VY
y—u) /
/
/

//81.7.4(906) Fiir aeC und 5! m,keN, €N gilt//

//1.)Ce) +Ce ) =C=rt) poder () +(s)=(avr) 4//

//D1.5.2 (709)// /

//In einem Kérper K seieg/ Elemente a,a;,a,....a,€K fiir ein neN //

//eindeutig gegeben. Dann definieren wir//
/

1, fallsn < m

// Hak := a,, fallsn =m //

n-1
Hak *a,fallsm+1 =2n
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c)Beweise, dass flur x,ye[l,o) gilt: f(x+y)=f(x)*f(y) (aus a)f(x)=Z.o' (jj))

n =0

//b)Beweise, dass fiir x,y€ER gilt:(j*y)zz (fj) (ﬁ_k)//
k =0

0 0

//83.2.12(1782)Vor:Seien (z,), (w,) € C und Z | z,| <o0, Z | w,| <oco0.//

n =0 n =0

/7 2 (D zwa) =M S 2 ( D wa =Dz (X w) .S/
n=o 3=0 =0 k=0 =0 k=0

Bew:Fir x,y=1 gilt (beachte abs Konvergenz)

fy) =3 ) X o) (o, 3 (= )z () =f(x) £ (y)

532122) =

d)Bestimme (.)f(n), (..)f(n+%) fiir neN. (f(x)=2 (=))

Los: (.)f(n)=2" V neN. Bew durch Induktion nach n

< 1
n=l: £(1)=% (]1)=(_,§)+(_i)+(_3)....=21=2n.
\ =0 1 1 (0]
n—n+1:Fir ‘@in neN gelte f(n)=2". Dann folgt

£(n+1)\ ff (n) £ (1)=27%2=2m",

1 \
(..)f(n+t=)=2" /2
2 \
Bew durch Indd@tion nach n

\ 3 3
n=1l: £((3/2))% (2+§)($23=8 = £(3/2)=+8=+22

=3

NR: £ (3/2) =\f 213 )=£((3/4))? und
L4 4

—

\ >0
VO 5 5
£(3/2)*\p =2 - (f( N =0 = £(3/2)=+2.2"
> 2 —
2 __________
n—-n+l:Fur neN gelte f(n+%)=2“ﬁ = f(n+l+—) H?f(n+%)f(l)=

2n\/§ *2:2n+1 \/E
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	A3.2.25

