A2.4.1 Finde alle HW der Folge (x,=(-1)").

A2.4.2 Finde eine Folge mit unendlich vielen HW

A2.4.3 Zeige: Eine beschrédnkte Folge ist genau dann
konvergent, wenn sie nur einen HW hat und dieser ist dann
gleich dem Grenzwert.

A2.4.4 Berechne Ilim und lim der Folge (x,=[2+(-1)"]™)

Los: Teilfolgen x,,=37?"=(1/3)*=(1/9)" 20 A X0 21

n->o n->o

und jedes Glied Element einer Teilfolge. lim=1 A lim =0

n->ow

A2.4.5 Zeige: lim x,=-lim (-x,)

n->ow n->o
A2.4.6 Zeige lim (x,+y,) <lim x,+1lim vy,. Finde ein Bsp zweier
n>ow T ndw n->ow

Folgen, flr die das < Zeichen gilt
Los:x,=(-1)", H={+1,-1}
Yn= (_l)n+l/ H:{+11_1}/ Xn+Yn:O:Fn (Xn+Yn) ’ m Xn:lr m Yn:l

n->o n-o n->o

A2.4.7 Beweise, dass fur jede beschrankte Folge (a,) ©_, gilt:
(.) lim a,=lim (supak) (..) lim a,=lim (inf ak)
n=ow n-w k=n n-ow n o k>n
. x,<x+efiir fastallen
//D2.4.277 (1507) x =1lim x, © V &0 gilt * \
e xr,Zx—efiirooviele\n
Bew: (a,) =, beschrankt = 3 g>0, |a.|<g V neN oA
(.)Seil Qﬁzsm)a“ neN = |b,|<g V neN. // \

b, beéchrankt , b, \ da b,a= sup ar< sup a,=b, V'/DEN ‘\
k>n+1 k>n
# ( sup ) féhlt 3" R%I'aﬂ der grobte Wert /so wird ﬁpen
k>n+1 i k:‘:l
#klelnerﬂ andeynfalls bleibt sup ax glelch \
k>n+1 |

\
{ay: k>n+1} egthalt weniger Werte als{é, k>n} = b, konverglert

\

Sei b: %Eb lim (sup a,| .((an)beschré’;ﬁ/ﬁkt = 3 Im acR) |
J \

~\~ l/ ‘\

Beweismethode: T /

Aus V ¢>0 gilt a,>b-¢ fur\mgv1ele neN & a.<b+e fir fas; alle neN.

folgt b=Ilm a, ~ -

o / W/ T~ /‘ \

sei &¢>0 baf. 3 rméN |b-b, |£8,V’h>ﬂ0 (da ‘b=1lim b,), denn

n->w
a) supa, =b, < b+s Vm>no ='> a, <supa, <b+e =

[
‘——/k . ' —— —_——
zn b, mnm‘dn?z/ld | n=m k=m

&xb+€'v n>n, (fir fast glle n)
f) Annahme a,pb-¢ nur fir eWMdlich viele n =
d n,eN:a,<b-¢ V nan(faét alle) = bn=sm)ak§b—s V n=n; =
k>n
e<b-b, V n>n, Wlderépruch zu |b,-b|<e V n>n, Also gilt
a,>b-¢ fir unendlich viele n

Z.z. b=lim az._

n->o

I ’ \_ _/
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Definiere b,:=sup a,, b:=lim b, und a=lim a,.
;"; n=ow n=ow

Sei nun €¢>0 bel fest =
3 n, mit a,<a+e A a,>a-¢ V n=n, =
a-e<b,<at+e V n=>n, > a-e<b<a+e = |a-b|<e = a=b.

(..) lim a,=lim (infa, ) wird analog gezeigt oder
n->ow n->wo —_——
k=n
lim a,=-lim (-a,) = -lim sup(—ak) =1lim (infa, )
n-=o n-w — nd»ow — n-o [S—’
(.) k=n k=n
&
=- inf a
k>=n

A2.4.8 Bestimme jeweils die Menge der Haufungswerte, sowie
Limes superior und Limes inferior der Folge (a,) .

n=1 :

a)an=2+—(_ D7
n + 1
) . N o B . L —(2n+1)
LOS- }}_}n: a2n— }11_)1’2 (2+ 2n+1 )—2+l—3. }ll_)rg a2n+1_ }11_{2 (2+ (2n+1)+1 )_
3 >-1

2+1/n

2-1=1 = H=[1, 3} (Menge der Hiufigkeitswerte von a,). =
lim a,=3, lim a,=1( da max H=3, min H=1).

n->w n=>ow
Sei a€H = 4 Teilfolge (a, ) von (a,) mit a, —a,
n=>o

3d unendlich viele v, der Form 2k oder 2k+1 keéN. Diese
Indizes seien V,,, dann ist (a, ) eine Teilfolge von (az)

oder (az+n) = a, —1 oder a, —3. Wegen a, —a folgt o=1

un

oder 3 = HZ(1, 3}
b)a,=n+ (-1)"Vn’+n

//A2.1.4 (1205)Gegeben sei eine Folge (a,) ., , a,=0, lim a,=a.//

n-w

// Bewelise, dass dann lim \/a_n:\/a gilt.//

n->o

Los:a=2n+V(2nf+(2n) =2n V neN = (a,)nicht nach oben
beschrankt > 1im @n=%.

—

Def limsﬁp H#0 n»—®

(azn+1) p=y 1st Teilfolge von (n- \/n2+n ) =1 -
Wegen lim (n- \/n2+n ) = lim ——n =

nw n o n+\/n2+n
) -1 _ -1 _
lim ——————— = e ——1/2 =
e 1+V1+1/n — 1+V1+0 sois

A2.1.14 Stet v Funktion
lim  ay,,=-1/2 = H=(-1/2] = lm a=-1/2

n->w n->w

c)a,=n/m-[n/m] mit einem festen meN.

. - 1121 2 7272 3 _

LOs:#Bsp m=3.. 3 [3] 37 3 [3] 373 [
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4 4 _3*1+41 r3%1+41 7 1 5 5 _3%1+42 r3%1+42 7 2 3%2 3%2
7 7 1_3%2+41 r3%2+41 7 1 8 8 q_3%242 [ 3%2+42 7 2 3%3 3%3 q_
# 4.a 3% 2+1 _[ 3%2+1 ]2 3%2+1 _[ﬁ l ]_ 3%2+1 _ﬂ :l
U 3 3 3 3 3 3 3 3
v
Fir v=0,1,...,m-1, amnw=mn+v —[ mn+ v ]:(n+v/m)—l11]=v/m =
m m m
— — ——
n+> n+2el0,1] =n
m m
S —
=n
m—1
H={v/m:v=0,1,..,m-1}={0,1/m,2/m, .., T] =
lim a,=0, Ilim an=—'£:—1-=1—-l
n->o n->ow m m
_1 n, 2
Q) apm2+ 2T 2) L
n“+1
2 >0
Lés:ah=2+—l22;——=2+ 4 S 3,
(2n)°+1 4+t
n
1y
2+=)
+ 2 ( >
a2n+1=2_M=2—+ n_) 1 = H={113}
(2n+1)*+1 (2+E)2+_

lim a,=1, lim a,=3. Es sei (a, ),., eine beliebige Teilfolge

n- o n= o My

von (an)le. Dann enthalt die Folge (ny) ;.;, der Indizes o
viele gerade oder « viele ungerade Folgeglieder. Dann
existiert eine Teilfolge (a. ) ,., von (aw ) »« , die nur
n, n =1
gerade bzw nur ungerade (was den Index angeht) Folgeglieder enthalt
= lim a. =3 oder lim a. =1 = a, lim=3 oder a, lim=1. Daraus

n=>o0 k= k k->w k k2>

My My

folgt, dass keine weiteren HW existieren.

_n _|n
©)an=y [3]

3k+v 3k+v
3 3
Wie in a)zeigt man, dass keine weiteren HW existieren kdnnen =

LOS . a3k+v=

v v v v ..
=k+ = - |k+=| =k+ = -k = = .
k 3 [k+3] k 3 k3 fir v=0,1,2

H={O,%,§}, lim a,=0, manzg

n->w n->o 3
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STt Cbgn [
f)a,= 1+ , wobei b,=3(7 -|[z])
n 3 3
Lds: n F:) b, (siehe a) (—1f" n(—lﬁ
1 == -1 3% 5 =1 (-1)'=-1 1% (-1)® =-1
(_1)2_ 1 *g_ _ 2 * (— 2
2 5 —+2 3 3 =2 (-1)-=1 2% (=1)°=2
3
3 B -1 3%0=0 (-1)°=1 3% (-1)1=-3
(1) _ 1 x 1 _ 1yl *(—7) - 1ler
4 1 —+4 3 3 =1 (-1) =-1 4* (=1) =-4
(=1 __1 2 _ a2 w1y 1e
5 5 T . 3 3 =2 (=1)-=1 5% (-1)"=5
6
6 (61) —+ 1 3%0=0 (-1)°=1 6% (-1)'=-6
(1) __1 «1_ 1y (=1} 1=
7 7 Ty 3 3 =1 (-1) =-1 7*(=1) "=-7 usw
b=V, (—1f“”==l&ri&i . Wir betrachten Teilfolgen aggvs:
1 6k+v k=00 ’ 1 —6k+v ko0
(1+6k+v) 2> e, v=0,2 (1_6k+v) 2> e, v=1
1 6k+v k>0 —(6k+v) k-0
(1_6k+v) »> 1/e, v=3,5 (1+6k+v) > 1/e, v=4

Wie vorher folgt H={%—,e}, lim a,=1/e, lim a,=e

n->o

1
An= 777 el omn
((=1)*'=2))
® 4o, beschrankt? .. 2 Teilfolgen (azx-1)
a =————J;————=—l a S S—
(a2 LT (a2

= (a,) beschrankt
sup, inf, min, max?
a,=—1l=min{a,|neN|}=inf{a,|neN]}

af’ézmax{an|D€N|}:SUp{aﬂ|n€N|}

Haufungswerte (HW)?
a2k_1=—l ist HW

Jeder Grenzwert einer Teilfolge von

n-w

xeNs  (32x) xeN.

k
é=(%) = a;=—-1<a, <

(an) nenliegt zwischen -1 und

1
9

=

-1=H ist kleinstmdglicher HW = -1<min Hf§é=3 -1€H = -1=min H=lim a,
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A2.4.9 (1514)Gegeben seien zweil beschrankte Folgen

(a.) _, und (b,) *_

n-=>wo n-=>w n=o

//D2.4.277 (1507)

E3

// x =lim x, © V &0 gilt:

n-»o

*

J/x=m x, @ V&0 gilt

L
a) limap,<lim a,” Iim b, mit

*

Zeige:
an, b,=0 V neN.

X,= X+ & hochstens fiir endlich vielen

*

s

X ZX—¢ fiir o vielen

x,<x+¢ fiir fast allen

A

/ . .
X, Zx—&fiiroo vielen
v

Bew:a=Ilim a,, b=Im b,, a,beR-und

n->o n->o

Z.z. VYV &0 3 n,eN: anbr{SabJrs V n>n,.

a,b=>0. lim a,b,<ab?...
\\\\\\ n->w

-
-

Sei dazu €>0 baf, e >0 Lo&sung von

~ 2
+ +
(a+b) e +e *=¢ (e=—u+ e+(aTb) )
v. '~ S
b NS “ aeb ) +b |
a SN~y a _ a
NR: + — )= (a+b + || =¢+ |—
(et S0 2alnarb) e + [ :
- b TR
— _a+b arbl oS
N e+( 2 ) AN
AN
> N,
[ O N\kx
a=lma, = 3J meN: gx=<a+e ¥ n=n;
n=>ow L;,, — é\
D2.4.2 fast alleunterhalb.... NN
~ N DN
b=1Im b, = 3 n,EN:b,<b+e V n=n, ~>._
no D2.4.2" Nt
~ ~ \\ ‘\ ~ ~
Sei ne=max{n,,n,} = ab, < (ate) (bte )=\(§+bl e +e’=¢
N
nzn:/\ﬁr/lznz \\ \\
. .. . . . ‘\ .A\x
b)Ist lim a,=a fir ein a=0, so gilt:lim ab,=a*lim Q,
n->ow n->w n— o
mit a, , b, >0 V neN.
) ——
(an) beschrdnkt (bn) beschrdnkt

Bew: limb, =b = 3 Teilfolge (b

n->o

(a, ) Teilfolge von (a,) =

n

= ab ist HW von (ayb,)

1%

) von (b,) mit b, = b,

n n —

n-=>c
=
a, 2 a = a, bvn 2
n->oo GW Regeln n-»oo

= ab<lIlm a,b, < ab = ab=Ilim (a,b,)

n-o ‘7 n=o
a
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c) lim (a,+b,) <lim a,+ lim b,<lim (a,+b,) .

n->w n=o n->w n->w

Bew: o 1iM (g 4b)<liMg +lim b,

n=>o

Es sei a=lim a, und (a, ) iy eine Teilfolge von (a,) ,-; mit
k

n->wo

lim a, =a. (bnk)zo_l = 1 eine konvergente Teilfolge (b. ), .
ko0 = n,

Vor . beschrdnkt

Beachte: lim a. =a #(a. ) Teilfolge von a, ) #, dann gilt
k=0 n n
k k
lim (a,+b,) <lim (a. +b. )=a+ lim b, <lim a,+ lim b,.

n->o k2w k= n-ow n->o
n, n, n

[
irgendein HW <dem groften

e lim a,+ lim b,<lim (a,+b,) .

n-ow n->ow n-> o0
(b, ), sei eine Teilfolge von (b,),.,, mit lim b, =Ilim b,.
k ko0 k n->o
Weiter sei (a. ) ., eine konvergente Teilfolge von (a,) «
n, n =1
lim (a,+b,) =1lim (a. +b. )=lim a. +lim b,> lim a,+ lim b,.
n->ow k= k= n->o n->o n->o

My My My

d) lim (a,+b,) <Ilim a,+lim b,.

n->w n->o n->w

Bew:Seli €>0 baf, d ny(g) mit an<a+§ V n>n,(e) und

3 n,(e)mit bn<b+§ V n>n, (g),

wobei a=Ilim a, und b=1lm b, = a,+b,<a+b+e V n=max{ny(g),n; (&)}

n->w n-w

= lim (a,+tb,) <a+b

n->o

A2.4.10 Bestimme alle Haufungswerte der Folge (1i7%) ..,

1fallsn=4k
. 2o | ifallsn=4k+1
Los:i  ifalleneA k+2 keZ, nach Al.6.8 a)

—ifallsn=4k+3
Im Komplexen keine Anordnung = kein lim und lim =

n=>o n->ow
H={1,i,-1,-1i}

A2.4.11 Ilim und lim und alle HW flir die Folgen (x,)?

n->wo n->ow

a)x,=((=1)™=-2)™".
Lés:HW -1,0; lim (x,)=-1, lim (x,)=0

n(n+1) (1)
_(_ 4 —
b) .= (-1) _
Los: x, @ 0 HW, lim (x,)=Ilm (x,)=0
n_‘)oo n=ow n->oo
(n+1)

c)x,=(2(-1)"=(-1) * )~.

Los: X4k_>1 HW, Xgg-1——00= lim (Xn) ’ X4k_2—>+00=m (Xn) ’ X4k_3_>_1 HW

n->o n->o
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1+1/2",fallsn=3 k
e) a, 1+%1,fausn:3k—1 —(-1)"x/n +
2,fallsn=3 k-2

1

A2.4.12 Es sei (a,) ..y eine Folge positiver reeller Zahlen.
a

Zeige: Im ja, <Tim
n->w n=w an
Bew fehlerhaft????!!!! Richtigen Bew suchen!!!
. , x, <x+¢ fiir fastallen
//D2.4.277 (1507) x=Ilm x, © V &0 gilt *
e X, =x- & fiiroovielen
— : !
Bew:0.B.d.A. Ilim — =R<w. V £¢>0 3 n, mit — <R+¢ V n=n, =
n=ow an an
a a n—ng—1
_ n,+1 n+v+1 —
V n>n, gilt:a,= — L — a =a II ——— <a, (R+g) " 0
L dpy, ° © v=0 Gy 0
»1
a, - a I
=—2— (R+e)" = Va, = 4—— (R+e) > (R+e) = Im {a, <R+e.

(Ree )" (ree]" ;
Y n>ny e n-o

c

Da e>0 baf, folgt Im {a, <R.

n=>wo

A2.4.13 Xf=Z:l/j, neN. Benutze die Monotonie von (1/j) um zu zeigen,
j=1

dass x,,—-x%,>n/ (2n)=1/2 ist.

2n
LOS: Xpn—X,= D, l/jZné%;z% = keine Cauchyfolge = nicht konvergent =

Jj=n+1

bestimmt divergent

A2.4.14 Ilm , lim , Konvergenz?

a) a,=n(-1)"
Lo6s: Annahme I HW=E beliebig von (a,). Wahl ny>[§|+1 =
Fir irgendein gerades n>n, ist dann n>g =
la,-§|=In-§|=n-E>1>n,-E>1
Fir irgendein ungerades n>n, ist dann n>g =
la,—E|=|-n-E|=n+E>1>n,+E>1
= HW Bedingung |a,-§|<e fur &=1 ab n, verletzt =
Nur endliche viele n=1,2,3,.., ny kdonnen die Schranke einhalten =

Widerspruch zur Def des HW =
& beliebig

Hinweis: Strebt eine Teilfolge gegen o, eine andere gegen -0, so kann es
trotzdem HW geben. Bsp mit HW O:
nfalls n=1,4,7,10,..
an’ = {—nfalls n=2,5,8,11, ...
0 falls n=3,6,9,...

b) b= (-1)7
n

Lds: |bsl 2 0 = b, konvergent = lim b,=lim b,=lim b,

> n->o n->o n->o
n-=»>o
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c) cy=c(-1)",ceR konstant.

Los: |c.| konvergiert, aber lim ¢,, =c & lim ¢,  =-c =
n->ow n-=>o
Teilfolg e Teilfolg e
c, divergent, =limc,=|c|, lim c,=-|c|
n->o n-oo

d) d,.=¢(n), ¢ irgendeine bijektive Abbildung: N-Q,
¢ existiert, siehe Abz&hlbarkeit von Q.

//D2.4.17 (1500)
//1.)Sei (z,)cC. Eine komplexe Zahl z€C heiBt HW von (z,), falls eine
// konvergente Teilfolge (z, ) mit Grenzwert z existiert.

// z€C ist HW von (z,) < I Teilfolge (z, Jvon (z,) mit lim z =z

n->co n

// Bem:Falls z,—~z, d.h.konvergent, so besitzt sie nur 1 HW.
#1L0s: divergent, da jedes g€Q ein HW ist
# VxeQ 3 (q, )%, : lim q, =x = V x€Q: x ist HW = d, (divergent

Xv V> XV
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