definierte Folge (a,) )., auf

V2 | nP+1

.\n 2
A2.1.12 Untersuche die durch ag(ﬂ) n
n

Konvergenz.
Los: Wenn a, konvergiert I ein ny(g),sodass V &>0 gilt:
| anp—anl<e V n>ny(e) V peN, insbesondere |a,.-a,l<e V n>ng(e) .

JSRY 520 et ho VN L2} S
S V2 (n+1)*+1 V2 ) nP+1
2 . 2 2
|(1+)|I1“ el n® |Im((1+l) Y
@)

) |=
V2 (n+1 )41 nP+1 —

V2 V2 [ (n+1)%+1 n*+1

. , |z|>|Im(z
1
I (2 VI SRS S SO SR SIS I W
V2 (n+1)P+1 V2 (n+1P+1° V2 2241 425
(an) ., divergiert.
A2.1.13

Zeige oder widerlege: Konvergiert die Folge (a,)r, gegen a€R, so

konvergiert die Folge (|[an])i, gegen [a]. ([x]: das groBte Ganze von x).
n->o

//82.1.2 (1250) (z,),2.=> z, z,z,€C. 2.) (2,)i., 1st eine Cauchy Folge,//
// d.h. V &0 F ny(e) EN mit |z,-z,l<e V n,m=n.,//

Los:Aussage gilt nicht! Bsp:an=(- b = lim a,=0,

aber
n n->ow
lim [a,] existiert nicht, denn [a.|= —1falls nungerade
> Ofalls ngerade

lana]-[a:.]? P (n—w)
Genauere Begriindung: Zu €>0 wahle ng=[1/¢eJ+1 =
la,-0|= 1/n<1/n<e YV n>n,, sowie |[a.:]-[a.]I=1 V n =

([an]) 7z, keine Cauchy Folge = ([an])n:1 konvergiert nicht oder
$2.122)
[ani]-[an]20  (n—w)

A2.1.14 Untersuche jeweils die Folge (a.),., auf Konvergenz und
bestimme gegebenenfalls den Grenzwert:

n’+n*—3n?

a)a,= 3
2n°—3n+5

3

n+n —3n n p
“on® —3n+5 9 3 5
n

_n°—(n*+2)(n’+n)
7n*+2
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4 2 _1_2%_2%
.. —n"—2n"—2n n n
Los:a,= 2 = 1 =
7n"+2 742 et
n
30
—-1-2-0—-2-0
==1/7
7+2-0 /
n2
C)a,
2n+1
o0
//82.1.2 (1250) (z,)€C, z,> z,z,€C. 1.) (z,)%, ist beschrinkt//
2 2
Los:a,= =n/3 V neN = (a,)2, ist nicht beschrankt

2n+1 2n+n
sonst 3 M>0:a,<M V n = n<3M V neN Widerspruch
= (a,),., divergiert

-

S2.1.2.1)
d) an=\/5(\/n+1— \/H)
//A2.1.13 a) (1256)Geg: (a,)Z,, a,=0 V nén, lima,=a€R.limya =Va.//

+1)- Jn !
\/m+\/_ “h+ltn J—VD+1+J_ ,/1+1/n+1

1

1}1+l+1
n

lim1=1, lim1/n=0, lim 1+1/n=1, limyV1+1/n=V1=1 =

n->ow n->ow n->w n->w

hmerl 2 = lim a,=1/2

n->o

Los:a.= \/_

1 1
25 Y lim (1+1/n)+1 TV1+1

n-=>o

= lim a,=
n-o 1im

n- o

=1/2

e)a,=Vn (Vn+a-Vn+b) mit a,b>0
\/m+\/m_\/n7(n+a—(n+b)) 3
Jn+a+Vn+b  Vn+a+Vn+b
) 1 _}a—b

Vi+a/n+v1+b/n 2

—_— —
-1 -1

Los: anzx/; (\/n—-i-a—\/n—-i-b)

(a-b

f)a,=nx® fiir ein x€R mit |x]|<1

1 . 1 .
Los:Vermutung lim a,=0. Setze h=m—l>0 = |x|=m. Sei €¢>0 baf.
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Wahle no=(——[+2 = |a,-0|= nlx|*= ——= — "<
h“e (1+h)n (k)hk
-
~~~~~~~ k=0\1
~~~~~~~~~~ 0
n <£ 1 T
L h> n—1
1+ )h2+2(k)hv
v=3 \N
12
Sg 1 2 1 __h <¢ V n=nyda n>|l—1[+1 =
he =1 +2-1 [_]+1
e - 2
2, h°e
.2
#E
lim a,=0 und (a,),., konvergiert
Bem:Fir beliebig kleine & wahle n¢= zi +c
el 5
20
// §2.1.2 (1250) (a,),a€R, a, > a.//
// 2.) V&0 F no(e) EN mit |z,-z,l<e V n,m=n,//
-1 n +
SR e 1 R . 5.2 S N U N
n+2 n+l,3. 3o

= (a,) -, konvergiert nicht

—

$2.1.22)

n %0 =in *3%0

4 . . 4
n"—i 1—in % 1- -

h) an= T 47 -)4 . 4 ;_/:_l
I—n n:)oo in "—1 -1 n-w

Los: |b,l=] (i*l>“|=|i|n|l|“=ln* = 1*0=0
2 2 -
n-»oo
A2.1.15

a)Vor:Es sei (a,)®, eine Nullfolge und (b,)®, beschrankt.

n=1 n=1

//D2.1.1 (1200) (z,)=(z,); aus K konvergent < g z€K:
// V e0 3 no=n,(¢) EN mit |z,-z|<e¢ V n=n,. //

Zeige:lima,b,=0.

n->ow

Bew:Nach Vor 3 k>0:|b,|<k V neN. Wir zeigen lima,b,=0 mit D2.1.1.

n-o

Sei €¢>0 baf, lim a,=0 =

n=>o

Zu e=¢/k>0 3 neN mit |a,|=la,-0|<eé=¢/k V n=n, =
| a.b,—0|=l|a,| |b,|<kla|<e V n=>n,

— — ——
<elk <k <elk

(Es wurde also gezeigt: V ¢>0 3 n,eN mit |a,b,-0]|<e V n=n,)

b)Es sei g€[0,1) und 0<x,.<qgx, V n€N,. Zeige: limx,=0.

n->o

//82.1.3 (1255) (a,), (b,), (c,) Folgen aus R: a,—a,b,—b, (n—»)//
//3.)a,<c,<b, fir fast alle n€N und a=b = c,—a (n—w») a, —»a, b,—b=a//

Bew: Beh: (.)x,<g°%x, V neN; (x,=9°x,<9x,1<g°x,,=<...<q%%,)

(.) Induktion nach n

1252
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n=0: X0<x0=q" X
a
n-n+l:x..<g x, <gq"x.=9""'x,

IndHyp SqnxO

(..)Nach (.) gilt:?ﬁanq”xo V neN,.
— ——

a, c, bn

g™ o lme R0-0olma, = im0

= 0 —_— S2.1.3 3) n-e
=0,dalq|<1

n
A2.1.16 Definiere fiir peN, die Folge (SP)Z, durch S'=), k».

n

k=1
p+l

a)Beweise:Z:1 (P:/'l) SPHV=(n+1)PH-1.
v=

//81.7.1(901) m<n€N, a,€C, m<k=<n Z (Ay=ars1) =an—an.: //

k=m,n=m
//81.7.4(906)aeC N n,m,kKEN,, FEN://

n n

//  6.)(athb)" =), (2) akbr k=Y (2) br*ak, (1+z)"=), (Z) 1*%zmk/ )

k=0 k=0 k=0
p+l
Hinweis:Beachte, dass (x+l)p+1—xp+lzz (P;l) xPTV fiir xeR. (p+1)
v=1
p+1 1 p+l 1
. 41 ) Prlogptlo p+ ptl-k_ ,ptl_ bt ptl-k —s
Bew: (x+1) X kz_;) ( K X X kZ: K X
= 1
n n + 1
p+l_ — p+1 p+1 pt p+1-v_ 1.p+l_
(n+1)77-1 = D ((k+1)"'-k ZZ( )k k
s1.7.1k=1 k=1v=0
n p+l p+1 n p+1
+1 +1-v_ +1 +1l-v_ +1) cp+i-v
2 X (=X (pt) Xk Z(%)Sn :
k=1v=1 v=1 k=1 v=1

SP o n 2 o)
b)Untersuche die Folgen (.) ( ”) und (..) (Z k ) auf Konvergenz

+1 3
(S - k=1 N"+k =1

SP
Los: (.)Bew von lim pil=ﬁ durch Induktion nach p
n-)wn

# (Wie erriat man

?7?)
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n SO
P=0: SS=Z k'=n = —- 21

k=1 n->ow
sk 1
p ptl:Es gelte kflﬂm fur 0<k<p mit peN,.
n
¥,
gp+l 1 PN p+l
Z.z. ——=——. Nach Teil a) (P¥1) SP*17Y=(n+1)>-1 gilt
nf* P"'i N =1 Y L emmmmmT
\\ . \‘ \\\‘__T__p-i—z_- v
1=lim (\(n+1)**?=1) =lim > P+2) Spr2k=
n> np+2 \\ \ \\ n_)% np+2 k=1 k
S£+1 \\p+2\\ \ SP+Z\T\k 1 Sp+1
\ p+2\ n \ —
: a’\'" \\ : “\_“_/
! e N \ 1 20
I e NN Tk \
1 &~ N \ 0<0...p<p
i 55+2—(2...p+2) SE—(O...;%\)\ \\Sﬁ”'o Snp...O
L # = =\ =
: np+3—(2...p+2) np—(l p+1) g, (R+1).1 n(p+1) 1
: +1 7" 1 p2
1 #lim > ((n+1)P*=1) =lim ( h‘\ 1 - > ) =lim (|1+= -1
n> o np n= o N\ np+ n= o n
\\ — >0
\ =0

C 2 u 2 Sznoo n 2 n 2
(..)Es giltzz k gzk_ _g31/3 und z k Zz k® _

= ond+k o on i1 i°+k o1 nP+n
1 1< = n>o
— = k* =2 1/3, also nach EinschlieBung = 1/3
1+L s
2
(1259) 3 k2:n(n+1)(2n+1):(n2+n)(2n+1):2n3+n2+2n2+n:2n3+3n2+n:
< 6 6 6 6
3
LT PHE N
3 2n 6n

A2.1.17

a)Eine Folge (a,),., sei definiert durch as:=3 und
an:=\/8+2an_1 V neN. Zeige, dass (a,)r, konvergiert und
berechne den Grenzwert.

//82.1.2 (1250)Eigenschaften konvergenter Folgen//
n->o n->o

//Vor: (z,), (wy) ,z,weC, z,> z, w,> w 5.)lim (z,+w,)=z+w//

n->ow
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//A2.1.4 (1205) (a,),, a.20, lim a,=a. ya lim=/5//

Los:Wenn (a,),., konvergiert, etwa a=lim a,, dann folgt

n->wo

J8+42a = a’=8+2a = a’-2a-8=0 =

a=lirnc‘;1_n=lirn\/8+2an_1 =
n->ow n->o ——

A2.1.4

N

a=4, a=-2.
Vermutung lim a,=4. Beachte, dass fur neN gilt

'v8+20m4+4zj8+2am4—16t:
V8+2a _,+4 \8+2a, ,+4
2|la,_,—4| <2|an_1—4|_|an_1—4|
J8+2a,_+4~ 4 2

|a,—4|=]+/8+2a_, -4

1
Also gilt Iaﬂ—4|SE; V neN, (Beweis durch Induktion)

n=0: Iao—4|:|3—4|:§3

1 .
n n+l:Es gelte Iaﬂ—4|$§; fir ein neN,. Dann folgt

11 1 n->o0 )
|an+1—4|S§|an—4|§§?=2n+l = |la,~-4| 2 0, lim a,=4

b)Es seien a,b€R. Eine Folge (a,)r, sei definiert durch

a +a
1L . .
ar=a, a;=b, a,.,=———— fiir n>1. Zeige, dass a, konvergiert

2
und bestimme lim a,.

n->ow

a1+a0 1

N s _ 1.
Los:#a, > 2(b a)
%(bw)J’b 1 1 1
#a3=#=z (3b+a), as—ar=y (b-a)= (_5)2 (b-a)
1
z3bra)+(bra) 1 1 1
* a, 5 =§(5b+3a), ayfu=§(—b+a)=—§(b—a)=(—§)3(b—a)
an+an—1
Es gllt Adn+1~aAn~ _an_(__) (an anfl) =
2 2
1 1
an+1—an=(—E)“(al—ao)=(—§)“(b—a) .
Bew durch Induktion wie im Teil a) =
1\
n—1 n—1 1_(_5)
Fiir neN gilt a,=a,-aptar=p, (axa-ay) +a=), (-=)"(b-a) +a= — (b-a) +a
k=0 k=0 (1
1-(3)
= —1—(b—a)+a=2b+a(new)
1 3
1+=
2

A2.1.19 Untersuche jeweils die Folge (a,)_, auf Konvergenz und
bestimme ggf den Grenzwert:
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(3n+1)°
(2n—1)(2—3n)?

a)an=

b)a,=n?x® fiir x€R mit |x|<1

c)an=n2(n—\/n2—1)

a"—1
d) an:m fiur aER\[—l]
A2.1.20

a)Zzeige:Zu jedem x€R existiert eine Folge (r,) ., mit r,€Q fir

n =1
alle neN und limr,=x.

n-=o

b)Es sei F die Menge aller Folgen aus R,
d.h. F={(a,) “_, :a, ER V neN|. Auf F sei folgende Relation

n=1

definiert: (a,) 7~ (by) 7, : © (a,~b,) *, ist eine Nullfolge.

n=I n=lI n=I
Zeige, daB ~ auf F eine Aquivalenzrelation ist und gebe die
Aquivalenzklasse einer konstanten Folge an.
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